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Collineare Grundgebilde und ihre Erzeugnisse. 

(Von Herrn Th. Heye in Aachen.) 



JVoch vor dem Erscheinen von Plückers „Neue Geometrie des Raumes, 
gegründet auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement^^ habe ich 
in der zweiten Abtheilung meiner ,,Geometrie der Lage^^ einen Strahlencom* 
plex zweiten Grades untersucht, welcher von collinearen Räumen erzeugt 
wird. Mit Hülfe desselben gelang es mir, einen synthetischen Beweis der 
fundamentalen Sätze über den Flächenbflschel zweiter Ordnung und seine 
Knotenlinie, die Raumcurve vierler Ordnung erster Species, aufzustellen. Neuer- 
dings habe ich mich überzeugt, dass ein analoger Beweis auch für Flächen- 
büschel dritter und höherer Ordnung geführt werden kann, wenn an die Stelle 
des Strahlencomplexes ein Complex von Raumcurven vierter und höherer 
Ordnung gesetzt wird. Diese weitere Ausbildung meiner Beweismethode lässt 
indessen eine Vereinfachung derselben als wOnschenswerth erscheinen; zu- 
gleich macht sie eine Berücksichtigung der speciellen Fälle, welche ich a. a. 0. 
ausgeschlossen habe, erforderlich. Es sei mir deshalb gestattet, zunächst eine 
kürzere und einfachere Begründung der in Betracht kommenden Eigenschaften 
der von collinearen Grundgebildea erzeugten Strahlensysleme und -Complexe 
vorzulegen. Namentlich auch muss ich bei diesem Anlasse auf einige der 
Lehrsätze über das Strahlensystem erster Ordnung und erster Classe zurück- 
kommen, welche ich früher im Zusammenhange, jedoch ohne Beweis, veröffent- 
licht habe *). 

§. 1. Collineare Strahlenbündel. 

1 . Wir betrachten zunächst zwei nicht concentrische, collineare Strahlen- 
bundel Si und S2. Dieselben erzeugen ein Strahlensystem, zu welchem wir 
die sämmtlichen Schnittlinien von je zwei homologen Ebenen der Bündel 
rechnen. Wir wollen sogleich den ganz speciellen Fall erledigen, in wel- 
chem alle diese Schnittlinien in einer Ebene 11 enthalten sind, also die Bündel 



*) Dieses Journal Bd. 69. 

Jonrnal fttr Mathenuitik Bd. LXXIV. Heft 1. 
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ZU einander und zu /7 perspectiviscb liegen. Projiciren wir die Ebene IT 
aus einem beliebigen Punkte S3 der Geraden 8182^ so erbalten wir einen 
dritten Strahienbflndel; derselbe ist durch 77 collinear so auf die Bündel S^ 
und 82 bezogen, dass jede Ebene a^ oder ß^ von 83 alle Punkte enthält, 
welche die homologen Ebenen a, und cf^ resp. ßi und ßi von 8i und 8^ mit 
einander gemein haben. Durchläuft 83 die Gerade SjS^, so beschreiben je 
zwei Ebenen a^ und ß^ dieses Bündels um die Schnittlinien aia2 und /:f|/y2 
der homologen Ebenenpaare zwei perspeclivische Ebenenbüschel. 

2. Wenn die collinear en Bündel 81 , 82 weder concentrisch noch per-- 
spectivisch liegen, so erzeugen sie ein 8trahlensystem erster Ordnung, von wel- 
chem nämlich durch einen beliebigen Punkt A des Raumes im Allgemeinen 
ein einziger Strahl geht. Denn der Ebenenbüschel 8iÄ von 8^ erzeugt mit 
dem entsprechenden Büschel von 82 im Allgemeinen eine zum Strahlensystem 
gehörige Regelschaar, von welcher nur ein Strahl durch A geht. Mehr als 
ein Strahl, nämlich unendlich viele Strahlen des Systemes gehen nur dann 
durch Ay wenn die Axen jener beiden Ebenenbüschel sich in A begegnen, 
wenn also A ein Schnittpunkt von zwei homologen Strahlen der Bündel ist; 
und zwar bilden alle jene Strahlen einen gewöhnlichen StrahlenbOschel oder 
eine Kegelfläche zweiter Ordnung, jenachdem die projectivischen Ebenen- 
büschel 8iA und 82 A, durch welche sie erzeugt werden, eine oder keine 
Ebene entsprechend gemein haben. Jede Regelschaar oder 'Kegelfläche zweiter 
Ordnung, welche durch zwei homologe Ebenenbüschel von 8^ und 82 erzeugt 
wird, geht durch die sämmtlichen Schnittpunkte homologer Strahlen von 81 
und S2; denn ein beliebiger dieser Schnittpunkte liegt allemal auf zwei ein- 
ander entsprechenden Ebenen jener Büschel. 

3. Zwei collineare, weder concentrisch noch perspectiviscb liegende 
Strahlenbündel iSj, 82 haben entweder gar kein Element entsprechend gemein, 
oder eine Ebene und keinen Strahl, oder endlich den Strahl 8^82 und zwei 
reelle oder imaginäre Ebenen, die auch zusammenfallen können. Wir werden 
finden, dass das von ihnen erzeugte Strahlensystem erster Ordnung im ersten 
Falle von der dritten Classe ist, nämlich das Secanlensystem einer Raumcurve 
dritter Ordnung, im zweiten Falle ist es von der zweiten, im dritten Falle 
voii der ersten Classe; d. h. eine beliebige Ebene enthält im Allgemeinen 
höchstens drei Strahlen, zwei Strahlen, resp. einen einzigen Strahl des Systemes. 
Wir wollen der Reihe nach diese Strahlensysteme untersuchen. 
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§*2. Die Raumcurve dritter Ordnuug und ihr Secantensystem. 

4. Wenn die collinearen Bändel 5| und S2 kein Element entsprechend 
gemein haben, so erzeugen je zwei homologe EbenenbQschel derselben eine 
geradlinige Fläche zweiter Ordnung, nämlich eine dem Strahlensyslem an- 
gehörige Kegelfläche zweiter Ordnung oder Regelschaar, jenachdem die Axen 
der Büschel sich schneiden odel* nicht. Je zwei dieser Flächen haben den- 
jenigen Strahl des Systems mit einander gemein, welcher die vier Axen der 
sie erzeugenden Ebenenbüschel schneidet: sie begegnen sich folglich ausser- 
dem in einer Raumcurve dritter Ordnung, in deren Punkten je zwei homologe 
Strahlen der Bündel Si und S2 sich schneiden (2.). Jede Gerade, welche 
zwei Funkte dieser Raumcurve verbindet, ist ein Strahl des Strahlensystems; 
denn die beiden Funkte werden aus Si und S2 durch zwei Paar homologe 
Strahlen, also ihre Verbindungslinie durch zwei homologe Ebenen der Bündel 
projicirt. Ueberhaupt können wir jeden Strahl des Systemes als Secante der 
Raumcurve auffassen, und zwar als eigentliche oder uneigentliche Secante 
oder als Tangente, jenachdem sie zwei reelle oder imaginäre oder zwei sich 
vereinigende Funkte mit der Curve gemein hat. 

5. Zwei beliebige Secanten a^ b können mit der Raumcurve durch 
eine geradlinige Fläche zweiter Ordnung verbunden werden, welche eine 
Schaar von Secanten enthält; denn die Ebenenpaare, durch welche sie aus 
Si und S2 projicirt werden, schneiden sich in den Axen von zwei homologen 
Ebenenbüscbeln der collinearen Bündel, und diese Büschel erzeugen mit ein- 
ander jene Fläche (4.). Da dieselbe Fläche auch von einer Geraden he-r 
schrieben wird, welche an der Raumcurve hingleitet und dabei beständig die 
Secanten a und b schneidet, so ergiebt sich der Satz: Die Raumcuree dritter 
Ordnung wird aus je zwei ihrer Secanten durch zwei projeclicische Ebenen^ 
büschel projicirt; denn die Ebenen, welche a und b mit jener beweglichen 
Geraden und folglich. mit einem beweglichen Punkte der Raumcurve verbinden,, 
beschreiben um a und b zwei projectivische Ebenenbüschel. Schneiden sich 
a und b in einem beliebigen Curvenpunkt, so ergiebt sich: Die Raumcurve 
dritter Ordnung wird aus jedem ihrer Punkte durch eine Kegelfläche zweiter 
Ordnung projicirt; je zwei dieser Kegelflächen sind durch die Raumcurve 
projectivisch auf einander bezogen ^ weil sie zu dem Ebenenbüschel, dessen 
Axe ihre Mittelpunkte mit einander verbindet, perspcctivisch liegen. Weil 
keine dieser Kegelflächen in zwei Strahlenbüschel zerfällt (2.)) so kann auch 

1* 
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die Raumcurve nicht in eine Gerade und einen Kegelschnitt zerfallen. Die 
Cnrve geht auch durch die Punkte Si und 82^ denn diese sind auf allen den 
vorhin erwähnten geradlinigen Flächen zweiter Ordnung enthalten. 

6. Projiciren wir aus einem beliebigen Punkte S^ der Raumcurve dritter 
Ordnung deren Secantensystem , so ist je zwei homologen Ebenen «i und a, 

der Bündel Si und S2 eine durch ihre Schnittlinie aior, gehende Ebene a^ von 
Sj zugewiesen. Und da alle diejenigen Secanten, welche zwei homologe 
Ebenenbflschel von Si und S2 mit einander erzeugen, auf einer durch Sz 
gehenden Kegelfläche zweiter Ordnung oder Regelschaar liegen, so werden 
sie aus S^ durch einen dritten Ebenenbäschel projicirt, dessen Axe ebenfalls 
auf der Kegelfläche liegt, resp. ein Leitstrahl der Regelschaar ist. Nicht nur 
entspricht also jeder Ebene von Si eine Ebene von S^^ sondern auch jedem 
Ebenenbüschel von Si ein gewöhnlicher EbenenbQschel von'Sa; d. h. die 
Bflndel S^ und S3 sind auf die angegebene Art collinear auf einander be- 
zogen. Also: Aus zwei beliebigen ihrer Punkte wird die Raumcurve dritter 
Ordnung durch zwei projectieische Kegelflächen zweiter Ordnung (5.) und ihr 
Secantemystem durch zwei coUineare Strahlenbündel projicirt. 

7: Daraus und aus (5.) schliessen wir: Auf die collinearen Strahlen- 
bUndel Si und S2 kann auf unendlich viele Arten ein dritter S3 collinear be- 
zogen werden^ sodass jede Ebene a^ oder fS^ des letzteren durch die Schnitt- 
linie oiya2^ resp, /iiA der homologen Ebenenpaare von Si und S2 hindurchgeht. 
Der Mittelpunkt S^ dieses Bündels kann beliebig auf der von Si und S2 er- 
zeugten Raumcurve dritter Ordnung angenommen werden; und wenn er diese 
Curve durchläuft^ so beschreiben je zwei Ebenen a^ und ß^ desselben um die 
Schnittlinie der homologen Ebenenpaare zwei projectivische Ebenenbüschel. — 
Eine beliebige Ebene enthält drei eigentliche Secanten oder eine uneigentliche 
Secante der Raumcurve, jenachdem sie mit letzterer drei reelle Punkte oder 
nur einen solchen S^ gemein hat. Die Existenz der uneigentlichen Secante 
erkennt man im letzteren Falle sofort, wenn man S^ als Mittelpunkt eines 
der collinearen, das Secantensystem erzeugenden Strahlenbflndel betrachtet. 
Jede Beröhrungsebene der Curve enthält ausser der Tangente ihres Berflh- 
rungspunktes noch eine durch letzteren gehende eigentliche Secante, welche 
sich jedoch mit der Tangente vereinigt, wenn die Berflhrungsebene in eine 
Schmiegungs- (Krflmmungs-) Ebene flbergeht. 
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§3. Das Strahlensysteni erster Ordnung und zweiter Classe. 

8. Wenn die collinearen Strahlenbündel Si und S2 eine Ebene rj, 

nicht aber den Strahl 8^82 entsprechend gemein haben , so erzeugen ihre in 
^ liegenden homologen Strahlenbflschel eine durch 81 und 82 gehende Cnrve 
zweiter Ordnung k^, in deren Punkten je zwei homologe Strahlen sich schneiden. 
Durch jeden Punkt von k^ gehen unendlich viele, ausserhalb tj liegende 
Strahlen des von 81 und 82 erzeugten Strahlensystemes ; dieselben bilden 
einen gewöhnlichen Strahlenbflschel (2.). Die Ebenen von zwei beliebigen 
dieser Strahlenbüschel schneiden sich in einer Geraden e^ deren Punkte eben- 
falls Schnittpunkte homologer Strahlen von 8^ und 82 sein mflssen (2.)? und 
welche mit ^ einen Punkt gemein hat. Wenn wir absehen von der Ebene 
rj^ deren sämmtliche Strahlen als Schnittlinien homologer (nämlich zusammen- 
fallender) Ebenen von 81 und 82 aufgefasst werden können, so ergiebt sich: 
Die 8chniUpunkte homologer 8lrahlen der collinearen Bündel 8i und 82 er- 
füllen eine Linie dritter Ordnung^ welche in eine Gerckde c und eine durch 8i 
und 82 gehende Curve l? zweiter Ordnung verfällt ^ sodass f> und h^ sich in 
einem einstigen Punkte schneiden. Die sämmtlichen 8chnittlinien homologer 
Ebenen von 8i und 82 haben sowohl mit v als auch mit k^ einen Punkt ge- 
mein; und umgekehrt gehört jede Gerade^ welche von e und k^ in zwei ver- 
schiedenen Punkten geschnitten wird, dem von 5i und 82 erzeugten 8trahlen- 
System an (vergL 4). Dieses 8ystem ist demnach von der ersten Ordnung 
und zweiten Classe. 

9. Projiciren wir aus zwei beliebigen Punkten Ti und T2 von *^ 
diese Curve und die Gerade e durch zwei Paar Strahlenbüschel, so sind 
letztere durch ft^ und e projectivisch auf einander bezogen; und zwar ent- 
sprechen die gemeinschaftlichen Strahlen der beiden Bflschelpaare von Ti und 
T2 einander, weil sie den Schnittpunkt von k^ und v projiciren. Durch diese 
projectivische Beziehung jener Strahlenbüschel wird demnach eine collineare 
Verwandtschaft zwischen den Bündeln, deren Mittelpunkte Ti und T2 sind, her- 
gestellt, und zwar so, dass je zwei homologe Ebenen dieser Bündel sich in 
einer Geraden schneiden, welche sowohl mit k^ als auch mit e einen Punkt 
gemein hat. Also: Das 8trahlensystem erster Ordnung und zweiter Classe 
wird aus je zwei Punkten seiner Leitlinie k^ zweiter Ordnung durch zwei 
collineare 8trahlenbündel projicirt. Eine Ausnahme macht nur der Schnitt- 
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pankt von k^ und r^ aus welchem das Slrahlensyslem durch den Ebenenbflschel 
f? projicirt wird. 

10. Demzufolge gilt auch der zu (7.) analoge Satz: Projiciren wir 
dieses Strahlensystem aus einem eon S^ und S2 verschiedenen Punkte S^ der 
Leitlinie k^, so erhalten wir einen dritten Strahlenbündel, welcher collinear so 
auf Si und S2 bezogen ist, dass jede Ebene desselben alle gemeinschaftlichen 
Punkte der beiden homologen Ebenen eon'Si und S2 enthält. Und wenn S^ 
die Curee k^ durchläuft, so beschreiben je zwei Ebenen a^ und ß^ eon S3 um 

die Schnittlinie a^c^ und /9|/?2 der homologen Ebenenpaare eon Si und S2 
zwei projectivische Ebenenbüschel. Wenn umgekehrt ein zu Si und £12 col- 
linearer Strahlenbändel S^ dasselbe Strahlensystem mit Si und S2 erzeugt, 
welches diese letzteren Bändel auch unter einander erzeugen, so liegt sein 
Mittelpunkt S^ auf k^, weil derselbe zu den Schnittpunkten homologer Strahlen 
von Si und ^2 gehört. Eine ähnliche Bemerkung kann zu (7.) gemacht werden. 

§ 4. Das StrahlensjBtem erster Ordnung und erster Classe. 



1 1 . Wenn die coUinearen Bflndel Si , S2 den Strahl S^ S2 und höchstens 
zwei Ebenen tj, cp desselben entsprechend gemein haben, so erzeugen ihre in 
t] und • q> liegenden homologen Strahlenbflschel zwei Punktreihen u, f>, welche 
gleich jenen Ebenen beide reell oder imaginär sind oder zusammenfallen. 
Jeder Strahl des von Sg und iS>2 erzeugten Strahlensystemes, zu welchem 

auch S1S2 gehört^ wird von u und v geschnitten, und umgekehrt gehört jede 
Gerade, welche mit u und r je einen Punkt gemein hat, zu dem Strahlen- 
systeme. Da weder alle Strahlen des Systemes durch einen Punkt gehen, 
noch (1.) in einer Ebene liegen, so mässen die Geraden u, e windschief zu 
einander liegen, falls sie nicht etwa zusammenfallen. Wir wollen sie die 
Axen des Strahlensystemes nennen. Sind beide Axen reell und von ein- 
ander verschieden, so äberzeugt man sich leicht ebenso wie oben (9.), dass 

das Strahlensystem aus zwei beliebigen Punkten des Strahles SiS2 oder eines 
anderen seiner Strahlen durch zwei collineare Strahlenbändel projicirt wird. 
Von den folgenden Betrachtungen sind deshalb die meisten nur fflr den Fall 
imaginärer oder zusammenfallender Axen erforderlich. 

12. Durch das Strahlensystem wird eine beliebig durch SiS2 gelegte 
Ebene 2 reciprok auf die Bündel Si und S2 bezogen, wenn wir nämlich jedem 
Punkte A von £ diejenigen beiden Ebenen von Si und Sz als entsprechende 



Heye, collineare Grundgebilde und ihre Erzeugnisse. 7 

zuweisen, welche in dem durch A gehenden Strahle des Systemes sich 
schneiden. Dass auf diese Art jeder Ebene von Si ein Punkt von J^, und 
weil das System von der ersten Ordnung ist, auch umgekehrt jedem Punkte 
von £ eine Ebene von Si zugewiesen ist, leuchtet ein. Ein beliebiger Ebenen- 
bftschel 8i von Si erzeugt aber mit dem entsprechenden von S2 im Allge- 
meinen eine Regelschaar, welcher auch der Strahl S1S2 angehört, und welche 
deshalb von J^ in einer Punktreihe s geschnitten wird; sodass zugleich jedem 
Strahle Si von Si eine Gerade s von 2 entspricht, wie behauptet wurde. 

Die Gerade 8182 entspricht sich selber. — Zwei beliebig durch 8^82 gelegte 
Ebenen werden durch das Strahlensystem reciprok auf 81 und folglich coUinear 
auf einander bezogen; und zwar haben sie die Gerade <Sj<S'2, nicht aber alle 
Punkte derselben entsprechend- gemein. Wir erhalten so eine zweite Er-- 
zeugnngsart des 8trahlensyslems : jeder Strahl desselben verbindet zwei homologe 
Punkte jener collinearen Ebenen mit einander. Analog wie oben (2.) s'chliessen 
wir hieraus: Das vorliegende Strahlensystem ist nicht nur eon der ersten 
Ordnung y sondern auch f>on der ersten Classe. Weiler ergiebt sich: Das 

Strahiensystem wird aus zwei beliebigen Punkten des Strahles 8182 durch zwei 
collineare Strahlenbündel projicirL Der obige Satz 7. gilt deshalb auch ffir 
den vorliegenden Fall, wenn statt der Raumcurve dritter Ordnung der Strahl 

S182 gesetzt wird. 

13. Um alle Strahlen des Systems zu construiren, welche eine be- 
fa'ebige Gerade g schneiden, projiciren wir die Punktreihe g aus Si durch 
einen Strahlenbüschel, welchem in 82 ein zu g projectivischer Strahlenbflschel 
entspricht. Letzterer erzeugt mit g im Allgemeinen einen Ebenenbflschel 
zweiter Ordnung, welcher mit dem homologen Ebenenbflschel von 5i die ge- 
suchten Strahlen erzeugt. In einer durch 8182 gelegten Ebene JS entspricht 
(12.) diesen Ebenenböscheln zweiter Ordnung eine zu ihnen und folglich zur 
Punktreihe g projectivische Curve zweiter Ordnung, welche mit g den Schnitt- 
punkt von JS und g entsprechend gemein hat und deshalb mit g eine Regel- 
schaar erzeugt. Also : Diejenigen Strahlen des Systems^ welche eine beliebige 
Gerade g schneiden ^ bilden im Allgemeinen eine Regelschaar, Leicht über- 
sehbare Ausnahmen erleidet dieser Satz nur dann, wenn g selbst dem Strahlen- 
systeme angehört oder eine Axe desselben schneidet. Drei zu einander wind- 
schiefe Strahlen des Systemes erster Ordnung und erster Classe bestimmen 
eine Regelschaar, deren sämmtliche Strahlen dem Systeme angehören; zum 
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Beweise constraire man eine Gerade g, welche die drei windschiefen Strahlen 
schneidet. 

14. Durch f>ier seiner Strahlen, welche zu einander windschief, aber 
nicht in einer Regelschaar liegen, ist das Strahlensystem erster Ordnung und 
erster Classe eöllig bestimmt. Denn demselben gehört jede durch drei der 
vier Strahlen gehende Regelschaar R an, sowie jede andere Regelschaar, 
welche den vierten Strahl mit zwei Strahlen von R verbindet; die Con- 
struction aller dieser Regeischaaren fahrt aber zu dem durch einen beliebig 
angenommenen Punkt gehenden Strahle des Systemes. Das Strahlensystem 
wird auch erzeugt durch zwei collineare Strahlenbündel, welche einen der 
vier Strahlen entsprechend gemein haben, und von denen drei Paare homologer 
Ebenen in den übrigen drei Strahlen sich schneiden; oder auch durch zwei 
collineare Ebenen, welche einen der vier Strahlen entsprechend gemein haben 
und von den übrigen in drei Paaren homologer Punkte geschnitten werden. 
Wir schliessen daraus : Das Strahlensystem wird aus je zwei auf einem seiner 
Strahlen liegendeti Punkten durch collineare Strahlenbündel projicirt, und von 
je zwei durch einen seiner Strahlen gehenden Ebenen in collinearen Punkt- 
systemen geschnitten. 

15. Es seien durch das Strahlensystem zwei beliebige Ebenen ai, ßi 
des Bündels Si collinear auf die entsprechenden Ebenen a,, /?2 von ^2 be- 
zogen. Da alsdann jedem Schnittpunkte von a| und ßi ein einziger Schnitt- 
punkt von 0^2 und ßi entspricht, so führt diese Beziehung zu einer besonderen 
collinearen Verwandtschaft von zwei Räumen -2*, und -2"^, wenn wir nämlich 
Ol und ßi zu JSi und aj, ßi als homologe Ebenen zu Jf} rechnen. Nämlich 
diese Räume haben alle Strahlen des Strahlensystemes entsprechend gemein, 
weil jeder solcher Strahl zwei Punkte von a, und /3i, zugleich aber die ent- 
sprechenden beiden Punkte von a, und ßi mit einander verbindet. Von den 
collinearen Räumen ^i und JS*, müssen also je zwei homologe Punkte auf 
einem Strahle des Systemes liegen und je zwei homologe Ebenen in einem 
solchen Strahle sich schneiden. Und das Strahlensystem wird sowohl durch 
zwei beliebige homologe Bündel als auch durch je zwei homologe (nicht zu- 
sammenfallende) Ebenen der collinearen Räume erzeugt. Wenn das Strahlen- 
system zwei reelle Axen besitzt, so haben JS^ und JS2 jeden Punkt und jede 
Ebene derselben entsprechend gemein. 
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§.5. CoUineare Ebenen. 

16. Zwei coUineare Ebenen, die weder perspectiviscb noch in ein- 
ander liegen, erzengen, wie schon mittelst des Princips der Dualität sich er- 
gebt, ein Strahlensystem erster Classe und erster, zweiter oder dritter Ordnung; 
IQ demselben rechnen wir jede Verbindungslinie von zwei homologen Punkten 
der Ebenen. Das Strahlensystem erster Classe und dritter Ordnung besteht 
aus den sftmmtlichen Axen eines EbenenbQschels dritter Ordnung, d. h. aus 
allen Geraden, in welchen je zwei Ebenen dieses Bäschels oder was dasselbe 
ist zwei Schmiegungsebenen einer Raumcurve dritter Ordnung sich schneiden; 
es wird von den Ebenen des genannten Büschels dritter Ordnung in coUinearen 
Punktsystemen geschnitten. Das Strahlensystem erster Cfasse und zweiter 
Ordnung hat eine Gerade e und eine von v berührte Kegelflftche K^ zweiter 
Classe zu Directricen; es enthält jeden Strahl, welcher K^ berührt und zu- 
gleich e schneidet, und wird von je zwei Berührungsebenen der Kegelflfiche 
K^ in collikiearen Punktsystemen geschnitten. Die Beweise dieser Sätze sind 
denjenigen der $$. 2 und 3 ganz analog. 

§.6. CoUineare Räume. 

17. Zwei coUineare Räume JS^ und ^2 Hegen entweder perspectiviscb, 
sodass sie alle Strahlen und Ebenen eines Punktes P (des CoUineations- 
Centrums) und alle Punkte und Strahlen einer Collineations- Ebene 11 ent- 
sprechend gemein haben, oder ihre entsprechend gemeinschaftlichen Strahlen 
bilden ein System erster Ordnung und erster Classe (15.), oder ferner ihre 
entsprechend gemeinschaftlichen Ebenen bilden einen Ebenenbüschel erster 
Ordnung und ihre entsprechend gemeinschaftlichen Punkte eine Punktreihe, 
oder endlich sie haben höchstens vier Ebenen, vier Punkte und sechs Strahlen, 
nämlich die Flächen, Eckpunkte und Kanten eines Tetraeders entsprechend 
gemein. Für alle diese verschiedenen Fälle werden wir den folgenden Satz 
beweisen: Zu zwei coUinearen Räumen ^i und ^2 kann auf unendlich viele 
Arten ein dritter ^^ construirt werden, sodass f>on je drei homologen Ebenen 
dieser Räume jede durch alle gemeinschaftlichen Punkte der andern beiden 
hindurchgeht. Es kann nämlich die Ebene a^ von ^3 , welche zwei nicht zu- 
sammenfallenden homologen Ebetien a^ und a^ von ^i und ^^ entsprechen 

sollj willkürlich durch die Schnittlinie a^a^ der letzteren gelegt werden; da- 
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durch ist aber zu jedem anderen Ebenenpaar ßi , /?2 f on ^i und JS*, die ent-- 

sprechende Ebene ß^ von ^3 völlig bestimmt. Lässt man «3 um a^a^ einen 

Ebenenbüschel beschreiben ^ so beschreibt ßi um ß^ß^ einen projectieischen 
Ebenenbüschel. 

18. Fflr den Fall, dass die entsprechend gemeinscbafllichen Strahlen 
von ^1 und ^2*2 ein System erster Ordnung und erster Classe bilden, ist der 
Beweis vorstehenden Satzes schon im Obigen (14. und 15.) enthalten. Liegen 
die Räume JS^ und ^2 perspectivisch, so muss auch der gesuchte Räum JS^ 
mit ihnen alle Elemente des Centrums P und der Ebene IT der CoUineation 
entsprechend gemein haben. Legen wir also durch die in 77 erhaltene Schnitt- 
linie der homologen Ebenen «i, 02 von JSi und ^2 ganz beliebig die ihnen 
entsprechende Ebene 03 von JS^ , so müssen je drei homologe Punkte Si , S2 , 
S3 dieser Ebenen cf|, »2, 03 mit dem Centrum P in einer Geraden liegen. 
Die StrahlenbOndel Si und iS>3 mflssen perspectivisch auf einander bezogen 
werden, so dass ihre homologen' Elemente sich auf der Ebene 77 schneiden; 
und da die Rfiume JSi und JS^ ausserdem den Bflndel P entsprechend gemein 
haben mflssen, so ist in der That ihre coUineare Verwandtschaft völlig be- 
stimmt. Der letzte Theil des Satzes (17.) ergiebt sich daraus, dass die drei 

Strahlen otißi^ a^ßi und orj/^j als homologe Strahlen der drei Rfiume sich in 
einem Punkte von 77 schneiden und zugleich in einer und derselben Ebene 
des Centrums P liegen. 



§7. Der Strablencomplex zweiten Orades; welcher von zwei 

collinearen Räumen erzeufi^t wird. 

19. Wenn die collinearen Rfiume :s^ und JS^ weder perspectivisch 
liegen noch die Strahlen eines Systemes erster Ordnung und erster Classe 
entsprechend gemein haben, so erzeugen sie einen Strahlencomplex, zu welchem 
wir jede Schnittlinie von zwei homologen Ebenen der Rfiume rechnen. Jeder 
Strahl des Complexes, als Element von ^i betrachtet, liegt mit dem ent- 
sprechenden Strahle von ^ in einer Ebene und unterscheidet sich dadurch 
von einem beliebigen Strahle des Raumes; rechnet man den Schnittpunkt der 
beiden homologen Strahlen zum Räume 2^^ so liegt der entsprechende Punkt 
von ^1 auf dem zuerst angenommenen Complexstrahle, sodass die Strahlen 
des Complexes auch als Verbindungslinien homologer Punkte von ^i und S^ 
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aufgefasst werden können. Der SbnMeHcomplex wird also in doppelter Weise 
€on den collinearen Räumen erzeugt; er ist sich selbst reciprok. 

20. Zwei homologe Sirahlenbändel von ^i und ^2 erzeugen mit 
einander das Secantensystem einer Raumcurve dritter Ordnung, welche eine 
Ordnungscun^e des Strahlencomplexes heissen soll, well zu letzterem alle ihre 
Secanten gehören. Diese Curve kann (8.) in eine Cnrve zweiter Ordnung 
und eine Gerade zerfallen und muss zerfallen, wenn die Räume JSi und JS^ 
einen Ebenenbfischel entsprechend gemein haben. Alle durch die Mittelpunkte 
der Bündel gehenden Secanten der Raumcurve liegen in zwei Kegelflftchen 
zweiter Ordnung, woraus folgt: Die sämmtlichen Strahlen des Complexes, 
welche durch einen beliebigen Punkt gehen, erfüllen eine Kegel fläche zweiter 
Ordnung, welche jedoch auch in zwei StrahlenbQschel zerfallen kann; ebenso 
folgt aus der zweiten Erzeugungsart: Alle in einer Ebene liegenden Complex^ 
strahlen bilden einen Strahlenbüschel zweiter Ordnung. Nach Plücker ist dem- 
nach der Complex vom zweiten Grade. 

2i. Eine Ausnahme von den letzten Sätzen machen die entsprechend 
gemeinschaftlichen Punkte und Ebenen der Räume J^i und iS*,, indem ihre 
sämmtlichen Strahlen dem Complexe angehören. Ich nenne sie Hamptpunkte 
resp. Hauptebenen des Complexes. Sämmtliche Hauptpunkte sind auf jeder 
Ordnungscurve enthalten, weil in ihnen je zwei homologe Strahlen der er- 
zeugenden Strahlenbfindel sich schneiden ; die Hauptpunkte bilden entweder eine 
Punktreihe, oder es giebt deren höchstens vier (17.). Zwei beliebige Complex'- 
strahlen a, b können allemal durch eine geradlinige Fläche zweiter Ordnung 
verbunden werden, welche durch alle Hauptpunkte hindurchgeht und eine 
Schaar eon Camplexstrahlen enthält. Nömlich die homologen Ebenen a^, a, 
und /9|, ßi von ^1 und JS",, welche in a und b sich schneiden, bestimmen 
in den collinearen Räumen die Axen Oißi und a^ß^ von zwei homologen 
Ebenenbflscheln, und diese Büschel erzeugen mit einander jene Schaar von 
Complexstrahlen. Wenn der Complex nur vier reelle Hauptpunkte besitzt, 
welche alsdann ein Tetraeder bilden, so ergiebt sich aus dem letzten Satze: 
Die Eckpunkte des Haupttetraeders werden aus je zwei Complexstrahlen durch 
zwei projectieische Ebenenbüschel projidrt. *) Ebenso fflhrt die zweite Er- 
zeugungsart des Complexes zu dem reciproken Satze: Die Flächen des Haupt^ 



*) Dieae und die folgende FundamentaleigenBchaft des vorliegenden Complexes 
zweiten Grades wurde zuerst von Herrn H. Müller in den „mathem. Annalen^ Bd. I 
ausgesprochen. 

2* 



12 R^y^ß coUineare GrundgebiUe und ihre Erzeugnisse. 

tetraeders werden von je zwei ComplexstraUen in projectieischen Punktreihen 
geschnitten. Die Aufgabe (15.) im Anhange der ,,Syslemat. Entwickelung 
der Abhängigkeit cet>.^ erhalt dadurch eine andere als die von Jacob Steiner 
erwartete Auflösung. 

22. Drei beliebige Compiexstrahlen a, b, c bestimmen im Allgemeinen 
eine Ordnungscuree des Complexes, deren Secanten sie sind. Der Satz erleidet 
eine Ausnahme, wenn die drei Ebenenpaare von JSi und iS's, welche in a, b 
und c sich schneiden, zwei homologen EbenenbQscheln der collinearen Räume 
angehören; ist dieses nicht der Fall, so bestimmen sie in ^i und JS2 zwei 
homologe Strahlenbündel, welche die genannte Ordnungscurve und ihr Secanten- 
System erzeugen. Wenn zwei von den Strahlen a, b, c sich schneiden, so 
geht diese Curve durch den Schnittpunkt hindurch. Eine Ordnungscurve des 
Complexes ist völlig bestimmt^ wenn von ihr gegeben sind eine Secante a und 
ein ausserhalb a liegender Punkt B. Die durch B gehenden Complexstrahlen 
werden nämlich durch zwei homologe Ebenenbflschel von JS*! und ^2 er- 
zeugt, und deren Axen haben mit den beiden in a sich schneidenden homologen 
Ebenen die Mittelpunkte der beidea Strahlenbflndel von JS^ und ^ gemein, 
durch welche die Ordnungscurve erzeugt wird. 

23. Zwei beliebige Ebenen^ welche einen ComplexstraM a mit ein- 
ander gemein haben ^ werden von denjenigen Ordnungscurven , von welchen a 
eine Secante ist, in collinearen Punktsystemen geschnitten. Seien nämlich ai 
und «2 die beiden in a sich schneidenden, homologen Ebenen von JSi und JS2 
und »3 irgend eine dritte durch a gelegte Ebene. Die genannten Ordnungs- 
curven werden dann durch je zwei homologe Slrahlenbfindel von JSi und JS^ 
erzeugt, deren Mittelpunkte Si und S2 homologe Punkte der collinearen Ebenen 
«1, 02 sein müssen; sie haben mit a^ noch je einen Punkt S^ gemein, welcher 
im Allgemeinen ausserhalb der Secante a liegt und den Punkten 5^, iS>2 durch 
die betreffende Ordnungscurve zugewiesen ist. Beschreibt nun Si in ai eine 
Gerade «1, so beschreibt die von den Bündeln Si und 82 erzeugte Ordnungs- 
curve diejenige geradlinige Fläche zweiter Ordnung, welche der Ebenenbüschel 
ti von JSi mit dem entsprechenden Ebenenbüschel $2 von JS*, erzeugt. Diese 
Fläche geht durch den Complexstrahl . a, wird also von a, noch in einer 
Geraden «3 geschnitten, auf welcher der Punkt 83 fortrücken muss. Die Vor- 
wandtschafl der Ebenen a^ und ^3 ist also von der Art, dass jedem Punkte 
Si von «1 ein Punkt S^ von «3 und jeder durch Sg gehenden Geraden Si von 
tti eine durch S^ gehende Gerade «3 von a^ entspricht; d.h. sie ist eine col- 
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lineare. Jede vierte, durch a gebende Ebene a« wird ebenso durch die 
Ordnungscurven coUinear auf «i und folglicb auch auf a, bezogen, wie be- 
hauptet wurde. 

24. Es ist jetzt ein Leichtes, den oben (17.) aufgestellten Satz auch 
fflr solche coUineare Rftume zu beweisen, welche einen Strahlencomplex 
zweiten Grades erzeugen. Aus je drei homologen Punkten S^^ iS>2, S^ der 
Ebenen «i, o,, a^ wird das Secantensystem der jene Punkte verbindenden 
Ordnungscnrve durch coUineare Bündel projicirt (5. und 10.); rechnen wir also 
«3 und die Bflndel S^ zum Räume iS'j, so ist auf diese Art je zwei homologen 

Ebenen /9i, /?2 von ^i und ^2 eine durch die Schnittlinie ßißi gehende, ent- 
sprechende Ebene ß^ in ^3 zugewiesen. Diese zwischen JS^ und JS^^ 2^ 
hergestellte Beziehung ist aber eine coUineare, weil (23.) auch ß^ durch die 
Ordnungscurven des Complexes collinear auf ßi und ß2 bezogen ist. Um 
auch den letzten Theil des Satzes (17.) zu beweisen, bemerken wir, dass 
die Ebenenpaare a^ßi^ a^ß^ und a^ß^ drei homologen Ebenenbflscheln der Rftume 
^1, ^2, JS^ angehören und folglich eine und dieselbe geradlinige Flflche 
zweiter Ordnung erzengen mflssen, auf welcher auch die Axen dieser Bflschel 

liegen. Die Axe a^ß^ beschreibt diese Flfiche, wenn a^ um die Gerade aio, 

einen Ebenenbüschel beschreibt; und folglich muss ß^ um ßiß2 einen zu a^of, 
projectivischen Ebenenbüschel beschreiben, wie der Satz (17.) behauptet. 

25. Zum Schluss führe ich noch den zu (17.) reciproken Satz an, 
dessen ganz analoger Beweis auf §5 sich stützt: Zu g>wei coUinearen Räumen 
^i und ^2 kann auf unendlich viele Arten ein dritter 2^ construirt werden, 
sodass eon je drei homologen Punkten dieser Räume jeder auf aUen durch 
die übrigen zwei gehenden Ebenen liegt. Es kann nämlich der Punkt A^ von 
JSy, welcher zwei homologen Punkten Ai und A2 von 2^ und ^ entsprechen 

soll, willkUrUch auf der VerbindungsUnie A1A2 der letzteren angenommen 
werden; dadurch ist aber zu jedem anderen Punktenpaare Bi, Bj von JSi und 
JS2 der entsprechende B^ in JS3 völlig bestimmt. Lässt man A^ die Punktreihe 

A1A2 durchlaufen, so beschreibt B^ in B1B2 eine zu A1A2 projectivische 
Punktreihe. 

Aachen, den 6. Decbr. 1870. 
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lieber die mehrfachen Gaussisehen Summen. 

(Von Herrn H. Weber in Zürich.) 



S^cbon Jacobi hat ausgesprochen, dass ffir die ConstantenbestimiDiiDg 
in der Theorie der unendlich vielen Formen der elliptischen i^- Function die 
von Gauss zuerst zu Zwecken der Zahlentheorie untersuchten Summen *) von 
Wichtigkeit seien. Die schöne Durchföhrung der erwähnten Constantenbestim- 
mung von Herrn HemUte hat Jacobis Ausspruch zur Genüge bestätigt. Bei dem 
Versuch, in der Theorie der i9- Functionen von mehreren Verfiäderlichen zu 
fthnlichen Resultaten zu gelangen, stiess ich auf die Aufgabe, Summen zu be- 
stimmen, die den 6at/Mischen analog sind, aber von mehreren ver finderlichen 
Zahlen abhfingen. Das Ergebniss dieser Untersuchung, welches mir nicht ganz 
ohne ein selbstfindiges Interesse zu sein scheint, erlaube ich mir hier mitzu- 
theilen. Natürlich macht sich die Nothwendigkeit der Unterscheidung mehrerer 
FfiUe, die schon bei den einfachen Gams\SQ\ieu Summen eintritt, hier in erhöhtem 
Masse geltend. Gleichwohl ist das Resultat in einigen der Hauptffille von 
einer Einfachheit und Eleganz , die kaum zu erwarten war. Die Summen, 
welche Gauss untersucht hat, sind von der Form: 

2fit . 



Se"" 



CS 



worin c und n ganze Zahlen sind, und s ein voUstfindiges Restsystem nach 
dem Modul n zu durchlaufen hat. Der Werth der Summe ist unabhfingig von 
der Wahl des Restsyslems. 

Die Verallgemeinerung dieser Summe, um welche es sich in der vor- 
liegenden Arbeit handelt, ist: 

CxXSxSX 



worin : 



*j; *» •••*jj 



2^ JSc,;i«,«i = Ca«? + 2Ci2«i«2 + --- + Cpp«J. 

M A 

c und n sind ganze Zahlen, und die «i, «29 • • • ^p haben, von einander un- 



*) ;,Sammatio quarundam serierum singulariam''; Gauss* Werke, Bd. II, p. 9. 
IHfichlet, Vorlesungen über Zablentbeorie herausgegeben von Dedekind, Supplement I. 
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abhfing^g, je ein vollstflndiges Restsystem nach dem Modul n zu durchlaufen. 
Auch der Werth dieser Summe ist von der Wahl der Restsysteme unabhftngig. 
Dass die Coef&cienten der Producte s^s^^ ... als gerade Zahlen angenommen 
werden, ist keine Beschränkung; denn wäre dies nicht der Fall, so hätte man 
Zähler und Nenner im Exponenten mit 2 zu multipliciren, wodurch, da als- 
dann der Modul der Reslsysteme 2n wird, der 2^^ fache Werth der Summe 
erhalten wird. Ist n ungerade, so kann man auch ohne Veränderung des 
Nenners denselben Zweck erreichen, indem man zu den ungeraden 2c^i den 
Nenner n hinzufügt, wodurch der Werth der Summe augenscheinlich nicht ge- 
ändert wird. 
Ist nun 

und /^i der grösste Theiler, den n mit Cu, Cj^ , ... c^ gemein hat, so lässt sich 
die Summe auf eine andere mit weniger Gliedern reduciren. Setzt man nämlich: 

woraus folgt: 
und: 

I «.(».y<.'^+«.yS''>4-'+«,y»>) 
+ • • • 



H , 



so ist anch die Somme: 



«P 



*II *«> ••• *p 



wenn «1, «2, . . . «, je ein vollständiges Restsystem nach den Moduln f>i, iii , . . . n^ 
durchläuft, von der Wahl dieser Restsysteme unabhängig, und es folgt: 

2m 



Für die letztere Summe soll im Folgenden die Bezeichnung gebraucht werden 

/ 1 9 / 1 9 • • • Jl 
/j» 9 7p 'i • • • 7p 
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die auch, wo es ohne Zweideutigkeit geschehen kann, in den abgekflrsten 
Formen angewendet werden wird: 

y|y|(«); </>|y|(«M«2,...«p). 



§1. 

Allgemeine Sätze über die Function <p. . 

lieber die Function (p gelten ganz analoge SAtie, wie Aber die Gaus»- 
ische Reihe*). 

I. Der erste dieser Sätze ist in folgenden Gleicbnngen enthalten: 

vm{'*) = v\ /(«i,«2,...js,), 

worin k^"^ ganze Zahlen sind, die der Bedingung genügen: 

Die Richtigkeit dieses Satzes ergiebt sich unmittelbar aus dem Anblick der 
Reihe. Dieser Satz kann dazu dienen um alle Coef&cienten yi^\ yi^^^ ... y^^ 
kleiner als n« zu machen. 

II. Ist ai relative Primzahl zu fii, 

02 - - - «2^ 



a^ - - - «p. 



so hat man die Gleichung: 



«P«lyi'^ ^p^^rp\ ••• öp«pyi''^ 



Die rechte Seite dieser Gleichung hat nämlich den Werth: 

jj^ ,.. 2;g2fitC(a,5,, a,«,, ... ap*p) 



*i *i *p 



*) Vgl. Diridilet, VorlcBungen über Zahlentheorie, herausgegeben von Dedekind, 
pag. 323. ^ 
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Nun durchlaufen aber a^Si und «i; 0,^2 und «2; ••• ^p^p und s^ gleichzeitig 
voiistftndige Restsysteme resp. nach den Moduln f»i, »2, ...iip^ so dass 

^g2;it/'(a,5,,a,f,,...ap5p) ^ j^^2nif(^s^,s^,... Sp) 

womit auch dieser Satz bewiesen ist. 

III. Ist mi relative Primzahl zu fii, 



fit. 



- n 



sind ferner die Grössen 



P9 



y<^>ifia 



y(^)ii. 



w»« n^ 



ganze Zahlen, bestehen endlich die Relationen 



M 



yj 



») 



so ist: 






9 



vi«) vi') V 



(p) 



(mi»i, ffijnt, . .• MpAp) 



«(') vO v<P> 

/ p ' / p ' • • • / p 



<P 






«•yp"» »*yr» • • 



m^yi 



(py 



m,yj 



(p) 



I 

\ 



(iii,iij, ... »p) X 






«py 



(p) 



r(P) 



""^n («..,«,,,...«,,). 



'*p/p 



Auch dieser Satz Idsst sich einfach beweisen : Bildet man nämlich das Product 
der beiden 9 -Functionen auf der rechten Seite, so erhält man: 



t 1 



2niF 



worin 






+ 



I ,.»)/' "»i'p*! I "1 'p '1 ^ I ,.m (" "« *p*« I ».<p^ I i..iP)( '"p*p*p I »p^p^p N 

■^yp \ «. "^ OT. >'^''' V «. ^ m, /^ -^Tp \ n, ^ mp /* 

3 



,p »»p ..p 
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In der 3j9 fachen SumiD/e nach s und / haben s^^ s,^ ... a^ voUstAndige Reet- 
Systeme nach den Modaln i»i9 «39 . . . »,; ^^ At? • . . <p voUfitftndi^ Reat- 
Systeme nach den Moduln iiti, 1113, . . . m^ zu durchlaufen. 
Nun ist aber: 

nhsis^ fhthtM _ (m„ $„ + w^ Q (ma Sj + m tj) », n, 

«;i »»;i mxni mi ' ^ ni ^ " 

Gemäss der Voraussetzung, dass 

^Ji ' nj^ 
ganze Zahlen seien, kann man also für J^ schreiben: 

M^ii=i'^ mxnx ^ 

WO G eine ganze Zahl ist, die auf den Werlh der Summe keinen Einfluss 
hat, da sie im Exponenten von e mit 2ni multiplicirt ist 
Setzt man nun 

und lässt 8„, t^ je ein vollständiges Restsystem nach den Moduln n^, m^ 
durchlaufen, so durchläuft a^ ein vollständiges Restsystem nach dem Modul 
m^n^; denn im Ganzen erhält man m^n^ Werthe von a«^ uud von diesen 
können keine zwei nach dem Modul m^n« congruent sein. Ist nämlich: 

m^s^ + nj^ = mX+nj;, (mod. ii»,iij, 

so folgt: 

m^a^ ^ ifi,«^ (mod. «J, 

n^t), ^ n^t'^ (mod. in,)- 

Wenn also, wie vorausgesetzt, iHj^ und n« relativ prim sind, so wflrde folgen: 

«» ^ «!r (naod. iij, 

/, ^ tl (mod. Hl,,) . 

Darnach wird unsere Summe: 

a 

Diese Summe aber ist (p{y]{mini^nhn2^ ... mpUp)^ was zu beweisen war. 



>< 
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%. 2. 

Zurückfübrung der BeBtimmung von (p{T\{n) auf den Fall, wo die n 

Potenzen einer und derselben Primzahl sin^d. 

Den zuletzt bewiesenen Satz III. wenden wir nun auf den Fall an, 
wo die Zahlen mi , 1912 9 • • • ^p Potenzen einer und derselben Primzahl sind, 
welche in keiner der Zahlen Hi, th^ ... n^ aufgeht. 

Aus der Bedingung: 

welche sich auch so schreiben lässt: 






folgt hier von selbst, dass die andere Bedingung unseres Satzes befriedigt ist, 
denn da m^ und nx keinen gemeinschaftlichen Factor haben können, so müssen : 

f^M ^ ^X 

gaiwe ZaU^i sein. Demnach idt unser Salz hier Mwendbar. Die wieder- 
holte Anwendung dieses Satses bietet nun ein Mittel, die allgemeine Bestim* 
mang der Summe v{y}in) zurfickzuffihren auf den besonderen Fall, wo die 
Grössen n Potenzen einer und derselben PrimzahKsind. Es sei nämlich: 

IJLj = 02 P2 7^2 • • • 9 



fip — ^pPpYp • •• 9 

und es seien o^i, «29 • . • »p Potenzen einer und derselben Primzahl; ß^^ß^^... ß^ 
Potenzen einer zweiten Primzahl; y^^ ^29 •• • Yp einer dritten u. s. f., wobei 
natürlich auch die nullte Potenz nicht ausgeschlossen ist. 

Berücksichtigt man nun die gleich zu Anfang gemachte Vordulssetzung 

-^ = -=— , SO liefert der Satz III. §.1 unmittelbar die folgende Zerlegung: 
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IV. <p{y]in) = 

n. /|\ n« i^\ n 









..X 












y / 1 9 y / 1 9 • • • y / 1 



\ /i 7t 7p 

Kommen unter den Grössen «,, «2^ . . . «p? /'i' ßi^i" - ßpi ^n ^2? • • • ^p," cel. 
nnllte Potenzen, d. h. Einheiten vor, so reduciren sich die betreffenden Sum- 
men (p auf solche, in denen p einen geringeren Werth hat, so dass, wenn 
z. B. «1 = 1 wftre, die erste Summe auf der rechten Seite von IV. in fol- 
gende flberginge: 

«, **p% 
y { ) («2, ... «p). 

ß / P 9 • • • ß / P 
"t "P 



§3. 

Bestimmung von ^{^'IC?^ 9> ... 9)> wenn g eine ungerade Primzahl ist. 

Die Bedingung 

y^ ^ y^ 
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fordert in dem Fall, dass die Grössen n alle einander gleich sind: 

und man erhält^ wenn n^ gleich der ungeraden Primzahl q ist: 

——2: £ 7mI*m»i 

(1.) vir) ig) = ^^ ^ "^''^^ 

worin die Grössen s von einander unabhängig je ein voUstflndiges Restsystem 
nach dem Modul q zu durchlaufen haben. 

Es sei zunächst vorausgesetzt, dass die Determinante 



(2.) D = 



771 7n 






Ypi Ypi • • • Ypp 
sich nicht durch q theilen lasse. 

Wir beginnen mit der Bestimmung der Summe tp fflr den Fall /> = 2 ; 

in diesem Fall ist: 

Yni Y» 



(3.) ip 



(y.i»! + 2y,.»,»,+y„»J) 



Y-»-, Y-n 

Es seien zunächst die Coefficienten /„, y^i nicht beide durch q theil- 
bar, also etwa p'„ nicht durch q theilbar; femer nach Voraussetzung: 

nicht durch q theilbar. 

Die Summe (3.) ISsst sich folgendermassen schreiben: 



(4.) 



2«» (y,,«.+y.t«t)' ■ ynytt— y?i j» 



«I •« 



Nun durchlfiuft ;^,i«2 gleichzeitig mit «2 ein voUstfindiges Restsystem nach dem 
Modul 9. Es kann also in der Summe (4.) an Stelle von f^ gesetzt werden 
7ii«2 9 und dadurch erhält die Summe (4.) folgende Form: 

2n\ 



(5.) Z2,e ^ 



{yMCÄ.+7,«0*+y,,(y,iy„-y?,)«J} 



*1 «s 



Summirt man zuerst nach «1, und * beachtet, dass, was auch 82 sein mag, 
^1 + ^12^2 immer gleichzeitig mit «, ein vollständiges Restsystem durchläuft, so 
erhält man mit Benutzung der Gaus8\schen Summe: 
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2h*i 

aus (5.) die Srnnaie: 

und durch abenndige Anwendung der Ganttisehen Formel: 

Das Symbol (— ^ hat darin den Werth +1 oder —1, je nachdem k quadra- 
tischer Rest oder Nichtrest von q ist. 

Demnach ist, nach bekannten Satxen aber die quadratischen Reste: 

(t) (^) = (^) = (|) • 

Also haben wir 

Sind ^11) ^ beide dorch q theilbar, y^t ^so nicht durch q theilbar^ so re* 
ducirt sich die Summe 9 auf folgende: 

Die nach «1 genommene Summe hat immer den Werth Null, ausser wenn s^ 
durch q theilbar ist^ in wdchem Fall sie den Werth q haL Der Werth der 
galiien Summe ist dahw f. Dieser Specialfall ist aber gleichfalls in der 
Form (6.) enUmlteA^ denn wenn ^^u und V« durch q theilbar sind, so ist: 

|)iili»r Ut für di»9»ii Fall (— )• = 1« woraas folgt, dass die Formel (6.J 

•ll|»W»tll ffiM% i>l> MIs D «ichl durch >f dieilbar ist. 



■ • »•«»•»• 




•) VyK DirMMM Z^hlwOiMrie p. S28. 
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Man schliesat daraus auf den aligemeinen Werth der Summe: 

(7.) 9!^- ^' ^"' (9,9,-9) = (tK^'^V, 



Jfpn Tpi^ • • • 7pp 

m 

wenn die Determinante D der Coefficienten y durch q nicht theilbar ist. 

Da die Formel (7.) fQr j9 = l und p = 2 bewiesen ist, so ist sie all- 
gemein bewiesen, sobald sich zeigen ISsst, dass sie gältig ist unteir der Vor- 
ausaetamig 3irep Galligkeit fOr p — 1 und p — 2. 

Um diesen Nachweis zu föhren^ mässea zwei Fälle uateradueden werden : 
I. Es seien /a^ /n^ ••• /pp lucht alle durch q theilbar, etwa y^ 
nicht durch q theilhar. Man hat dann die identische Gleichung: 

worin : 

Da nun «29 «39 ... «p gleichzeitig mit ^11*29 ^11*39 • • • 7\\^p j® ©in voUstfindiges 
Restsystera nach dem Modul q durchlaufen, so kann man die ersteren dieser 
Grössen durch die letzteren ersetzen, und man erhfilt: 



(a) if\r\{q) = ,^,e 

*1> *»» ••• "0 



q 2 2 

9 



worin : 

y«i = yii(yiiy«a-yi»yii)- 

Slimoiirt man nun in Bezug auf «1, indem man beachtet, dass 

Si+7uS2'\ hyip«p 

für jedes Werthsystem von ^ , «3 , . . . «p gleichzeitig mit Si ein voUstfindiges 
Restsystem nach dem Modul q durchlfiuf), so erhfilt man: 



2m. JLI^ii 

Q y *t> *»i ••• *n 



(9.) ^1^1(9) = (^)«^"V9£.e' ^' 



Nun ist aber, wie aus bekannten Determinantensfitzen leicht folgt, die Deter- 
minante der Coefficienten y^xi 
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also auch D" nicht durch q theilbar; und nach der Formel (7.), die fär p—l 
als richtig vorausgesetzt ist: 

Setzt man diesen Werth in (9.) ein, und beachtet die Gleichung: 

(^)(t) = (^) = (T)' 

SO folgt aus (9.) unmittelbar die zu beweisende Formel (7.). 

II. Es seien /a , y^i^t • • • y^p alle durch q theilbar, die Determinante 
D dagegen immer noch durch q untheilbar. Es können dann nicht alle Grössen 
^12? /j3 9 • • • Yip durch q theilbar sein; also sei etwa /,2 durch q untheilbar. 

Man hat dann die identische Gleichung: 

fit 3 3 

worin : 

7ni L 

Da nun, nach Voraussetzung, /n und y^ durch q theilbar sind, yyi dagegen 
nicht durch q theilbar ist, man also «3, «4, . . . «^ im Exponenten ersetzen kann 
durch yu^^^ ^"12^49 ••• /i2^p^ so ergiebt sich: 

«II ^jj ••• j»p 

worin : 

yli = yi2(yx2yi2-yixy22~y2xyiz). 

Die Summation nach «1 und «2 lässt sich hier unmittelbar ausfahren und ergiebt 
das Resultat: 

•'j> ••• *n 

Bildet man nun die Determinante D" der Coefficienten y'^x, so folgt wie oben: 

D" = - y;f-«D (mod. q) ; 

also ist auch D" nicht durch q theilbar, wenn es D nicht ist, und die Formel 
(7.) giebt, fflr p—2 als richtig vorausgesetzt: 
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nun ist aber: 



-rÄ-•^_/'-^^ M'-?)' 



(^?^) = (^) = - , 



g y X g 

SO dass auch fär diesen Fall die Richtigkeit der Formel (7.) folgt. 

§ 4. 

Bestimmung von fp{y}Cq)) wenn D durch q theilbar ist. 

Ist die Determinante D durch q theilbar, so kann die Formel (7.) nicht 
mehr gflltig sein. Um auch für diesen Fall zur Bestimmung unserer Summe 
zu gelangen, gehen wir wieder von dem Falle p = 2 aus. Es ist also zu 
bestimmen : 

1.) (p{ Uq,q) = 2:2:6 ^ , 

und es ist vorausgesetzt, dass 

durch q theilbar (etwa auch gleich Null) ist. Um zunächst den einfachsten 
Fall zu erledigen, seien /n, ^22 beide durch q theilbar, folglich auch /n. In 
diesem Falle hat jedes Glied der Summe den Werth 1 und demnach die ganze 
Summe den Werth 

(20 <p{r}iq) = q'- 

Ist einer der Coefficienten y^^ ^"22? etwa /n nicht durch q theilbar, so erhält man: 



11 



und wenn man, was hier freisteht, «2 durch ^„«2 ersetzt, und im Exponenten 
ganze Vielfache von 27t« unterdrückt, so folgt: 

2m 



ip{r]{q) = £^e^ 



yii(«i+y..*.)* 



A, », 



Die Anwendung der G^au^^ischen Formel auf diese Summe liefert unmittelbar 
das Resultat: 

(3.) 9'iH(?)=(^y'^V- 

Wir leiten hieraus durch Induction die allgemeine Formel ab und be- 
weisen dieselbe dann durch den Schluss von p — i auf/?. 
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Man bilde die DetenninaiiteD der im folgenden Schema durch die Qua- 
drate abgetbeilteu Grössen 



(4.) 







... rv 
... }-,, 
... r>. 


rii r» 


ra 






Tpi ypi Tpi • • ■ 7ff 



and bezeichne dieselben der Reihe nach mit 

Z),, Ö,, Dj, ... Dp, 
so dass: 

A = y.., D,=ynr«~y'^^ ■ • • Dp = D 
Indem man die Indices 1, 3, . . . p auf alle möglichen Weisen anordnet, kann 
man diese Reibe von Determinanten anf 1 . 2 . 3 . . . . p Terschiedene Arten bilden. 
Der Voraussetzung nach ist Dp durch q Iheilbar. Wenn nun bei allen 
möglicfaeo Anordnungen der Indices auch sfimmtliche Determinanten Dp_i, 
Dp-i, ... I>2, £>i durch q Ibeilbar sind, so mQssen nothwendig stimmliche y 
durch q tbeilbar sein, denn es wird dies schon eintreten, wenn bei allen An- 
ordonngen Di und D^ durch q Iheilbar sind. Dann aber hat jedes Glied der 
Summe den Wertfa 1, und der Werth der ganzen Summe reducirt steh auf q". 
Sind also nicht alle y durch q theilbar, so werden bei irgend einer Anordnung 
Dp, Dp.,, . . . Dm-^-i durch q theilbar, D^ durch q nicht tbeilbar sein. Nehmen 
wir an, es sei die Anordnung der Indices so gewfiblt, dass bei heiner andern 
Anordnung k einen grösseren Wertb erhalte, d. h. es sei nicht möglich, aus 
der Determinante D durch Ausstreichen von Horizontal- und Vertihalrethen, 
die sich in der Diagonale schneiden, eine Determinante von mebc als A^ Ele- 
menten zu bilden, die durch q nicht theilbar ist. Unter dieser Voraussetzung 
erhalten wir für unsere Summe folgende Formel : 



(6.) 9 






TpM Yfli 






\'m?T- 
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In den beiden besonderen Ffillen, wo /i = 2 oder Ar==p ist, haben wir die 
Richtigkeit dieser Formel schon nachgewiesen. 

Auch för k = bleibt diese Formel noch richtig, wenn wir unter 2>o 
die Einheit verstehen. 

Um dnrch den Schluss von p — 1 anf p die Richtigkeit dieser Formel 
darzuthun, schicke ich folgende Bemerkung voraus. Zur Bildung der Deter- 
minante Dj, war eine gewisse Anordnung der Indices erforderlich. Hat man 
aber die Indices Ar+l, &+2, . . . p, dieser Forderung gemäss festgesetzt, so 
ist die Anordnung der Indices 1, 2, ... Ar auf D^ ohne Einfluss und kann 
daher noch beliebig gewfihlt werden. Auch die Indices Ar-fl, Ar+2, ... p 
können unter sich beliebig vertauscht werden. Nur die Abtheilung der 
Indices in zwei Gruppen ist im Allgemeinen eine gegebene, wenn auch unter 
Umständen auf mehrfache Art. 

Um unsern Beweis zu fahren, müssen nun wieder zwei Fälle unter- 
schieden werden: 

I. Es seien nicht alle /u^ ^^229 • • • /u durch q theilbar, etwa ya 
nicht theilbar. 

Man setzt genau wie oben: 

worin wieder: 

Yui - ; 

Setzt man, was freisteht: Yn92^ Yn^^t - - > Yn^p an die Stelle von «29 '39 • • • 9p 9 
so geht die Summe aber in folgende: 

H> [yM = 2; e * ^ 

*|j *S» ••• *p 

worin 

und indem man die Snmmation nach «i ausführt: 

(6.) g>{r]{q) =Q^y-^yq £ e 1 - ^ 
Man bilde nun nach dem Schema (4.) die Determinanten 

aus den Grössen Ya , so dass D'l = /n wird. 

4» 



28 Weber, über die mehrfachen Gaussisqhen Summen, 

Die Anwendung einfacher Determinantensfitze liefert dann ganz wie 
in §. 3 die Relationen: 



(7.) • (D': ^rn-'D,^,, 



Diese Relationen zeigen, dass die Determinanten Dt und D^li gleichzeitig durch 
q {heilbar oder untheilbar sind. Eine Aenderung in der* Anordnung der In- 
dices, durch welche das erste durch q untheilbare 2>i^i in der Reihe (7.) 
weiter hinauf gerückt wfirde, müsste auch das entsprechende D* weiter hin- 
aufräcken, was der Voraussetzung nach nicht möglich ist. Wir können daher 
die auf der rechten Seite von (6.) vorkommende Summe bilden nach der fQr 
den Fall /? — 1 als richtig vorausgesetzten Formel (5.) und erhalten: 

,M(„ = (ii.)(^).-W.-'('J^)V,,^. 

Nun ist aber: 

(t)(-%)=(4^)(T)=(f)' 

woraus sich die Richtigkeit der Formel (5.) ergiebt, auch fQr den Fall, dass 
h den Werth 1 hat. 

IL Ganz ähnlich ist der Beweis fQr den zweiten Fall, wo sfimmtliche 
Grössen ;^ii, ;^22, ... yuc durch q theilbar sind. Es können dann, da Dt 
durch q untheilbar sein soll, nicht alle /j2 , /^ , ... /u durch q theilbar sein, 
und wir können annehmen, es sei /n nicht durch q theilbar. 

Dieselbe Transformation wie im zweiten Fall von §. 3 führt zu fol- 
gendem Ausdruck der Summe: 



•» *tj ••• •» 



2ni ^ p P n 

" 3 3 

P 



Yfonn : 
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Die Summation nach Si und «2 liefert die Gleichung: 

2ni E, p n 

ip\r\{q)^qi:^e « ^ ^ 

Bildet man wieder nach dem Schema (4.) die Determinanten: 
aus den Grössen y'^i^ so folgen leicht die Congruenzen: 



(8.) (DiLi = -y?r2>.+i; (inod.5f), 



Dl = -2)3, 

welche zeigen, dass 2>^2 mit 2>| gleichzeitig durch q theilbar oder untheil- 
bar ist. 

Wenn wir also die Formel (5.) für /? — 2 als richtig voraussetzen, 
so folgt: 

Nun ist aber: 
und 

woraus auch in diesem Falle die Richtigkeit der Formel (5.) folgt. 

' Die hier gemachte Voraussetzung über die Theiibarkeit der Coefficienten 
Y schliesst die Möglichkeit Ar = 1 aus, ffir Ar = 2 wird 2Ar — 6 negativ, so dass 
die obige Schlussweise nicht direct anwendbar ist. Man erhfilt aber, da in 
diesem Fall sämmtliche y'^i durch q theilbar sein müssen, ip \y\ {q) = 9^'^, was 
auch in unserer allgemeinen Formel (5.) enthalten ist, da jetzt 

ist. 
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§.5. 

Bestimmung von <p{y\0^i yf^ti '"^p)) '^^^^ ^if ^t^ "■ ^p verschiedene 
Potenzen von einer und derselben ungeraden Primzahl sind. 

Bedeutet q irgend eine ungerade Primzahl, Ti, Tj, ... r^ Zahlen, die 
entweder gleich 1 oder gleich q sind, &j, Ar2, ... kp irgend welche positive 
ganze Zahlen, so muss jetzt: 

/ 1 9 / 1 9 • • • / 1 \ 

('•; 9\ ){9^i'i9^2^ "-q ^rp) 

ip 9 /p 9 • • • /p 

bestimmt werden, zunächst unter der Voraussetzung, dass die Determinante D 
der Grössen ;^ durch q nicht theilbar sei. Zu dieser Bestimmung führt ein 
Verfahren, welches dem von Gauss (1. c.) angewandten ganz analog ist. 

Nach der allgemeinen Voraussetzung über die Coefficienten y haben 
wir die Relation: 

q^n q "rh 

Setzen wir also: 

(3.) /(«i, «29 ••• *p) = Il^CihSiSh, 

SO wird unsere Summe (1.): 

(4.) 2! e^^^f^^t'^tf'^p^ 

worin die Summationsbuchstaben «i, «j? ••• ^p vollstfindige Restsysteme zu 
durchlaufen haben resp. nach den Moduln: f^'^Ti, f^^fj, ... q ^Vp. Aus (2.) 

folgen die Relationen, indem man beiderseits mit 9* ^ multiplicirt: 
worin : 

y(Ä) y(0 

(6.) «.^*^ = ^, ''i'''=-^- 

Es Ifisst sich daraus leicht schliessen, dass e^^^ und 4*^ ganze Zahlen sind. Ist 
nfimlich zunächst &i = &A, so ist c[*^ = y<'^>^ c^^ = yj!\ also beide ganze Zahlen. 
Ist dagegen k^kf,, so ist c^ eine durch q theilbare ganze Zahl, ndmlich: 

C/?=y?^5^* S also: cf^= — 4*^ ebenfalls eine ganze Zahl, da r^ = 1 oder =^q 



^^■^ ~S7.~ fl"A "*'**' 
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ist, also jedenfalls in 4*^ aufgeht. Es mögen nun Aj, A,, ... X^ beliebige 
ganze Zahlen bedeuten, und man bilde nach dem Vorgang von Gauss die Summe : 

indem man 

Qi ein vollständiges Restsystem (mod. 9^), 

()2 - - - (mod. 9*«), 



Qp - - - (mod. g*P) 

durchlaufen Ifisst. 

Die Function f, die hier im Exponenten steht, nimmt entwickelt fol- 
gende Form an: 

+/(?in9*', ?2r25r*«, . . . ppfp/p). 
Beachtet man nun, dass: 

c^ÄnrA5f**'^*^ = cJ*>rÄ = cj^V, 
eine ganze Zahl ist, so folgt, dass auch: 

eine ganze Zahl ist, dass also dieser Theil im Exponenten der Summe (7.) 
unterdrfickt werden kann. Der erste Theil /(^n^, ...^p) ist von den 
Summationsbuchstaben unabhängig, so dass man die Summe (7.) folgender- 
massen schreiben kann: 

(8.) e^^^/'C^w^t'-'-^p) Z e^^»{ftr.?*.m)+ftr.9Y'(*.)+...+eprpgVCM. 



?i> ?»•••(> 



Nun ist aber 



(9.) 






,^,V(^.) = ^^A+yr^+-+.rV , 



und demnach hat die Summe (8.)) die sich in das Froduct von p einfachen geo- 
metrischen Reihen auflösen lässt, immer dann den Werth Null, wenn nicht gleich- 
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zeitig 



(10.) ' ^(r^''^i+ri"'^+-+r^2'%) = ihq^, 



worin hi^ hi^ . . . hp ganze Zahlen sind. In diesem einen Fall hat die Summe 
(8.) den Werth: 

(11.1 ß^^^KK^Kf-h^^K+^t-i — ^■*p_ 

Es lasst sich aber nachweisen, dass unter der Voraussetzung der Un- 
theilbarkeit der Determinante D durch die ungerade Primzahl q die Bedingung 
(10.) nur dann erfüllt sein kann, wenn gleichzeitig ili durch ^'^ I2 durch ^^ ... 
kp durch ^p theilbar sind. 

Mit Rücksicht auf die Relationen (6.) lässt sich nämlich das System (10.) 
folgendermassen schreiben: 



(12.) 



Die Grössen Ai, As, . . . A^ sind also in der That ganze Zahlen, wenn li durch 
^, X2 durch 9^^ . . . itp durch ^p theilbar sind. Um aber zu zeigen, dass 
dies auch die nothwendige Bedingung ist, löse man das System (12.) nach 
den Grössen q'^li^, f^^^ • • V^^^p ^^f- Die Auflösungen haben als ge- 
meinschaftlichen Nenner die doppelte Determinante der Grössen c{^\ Diese De- 
terminante ist aber, wie aus (6.) hervorgeht, der Determinante D der Grössen 
y<*^ gleich, also durch q nicht theilbar. Da nun aber die Grössen q^^ Äi, q^^i^^ . . . 
q^'^pkp keine anderen Nenner ais Potenzen von q haben können, so müssen 
dieselben ganze Zahlen sein. 

Fassen wir also das hiermit Bewiesene kurz zusammen, so folgt, dass 
die Summe (8.) nur dann einen von Null verschiedenen Werth hat, wenn: 

(13.) ii = 5r*«A;, A, = 9*«a;, . . . lp = q'pl'py 
worin ^1, il4, . . . itp wieder ganze Zahlen sind, und dass die Summe in diesem 
Fall den Werth (11.) hat. 

Wenn nun q^ ein vollständiges Restsystem nach dem Modul ^, li ein 
vollständiges Restsystem nach dem Modul r«^^ durchlfiuft, so durchläuft 



Webety über die mehrfachen Gaussischen Summen, 33 

ein vollständiges Restsystero nach dem Modul r^^^^S* denn zunfichst nimmt «, 
gerade r.^^''* Werthe an, von diesen können aber keine zwei congruent sein 
nach dem Modul r,^^**. Denn ist 

K + 9iriq^' = K+9'iri^' (mod. n?'*')^ 
so folgt: 

ki =: X'i (mod. ngr**)? 
folglich 

daraus weiter 

Qi = (>; (mod. q'i), 

also auch 

9i = ei- 

Wir erhalten demnach für die gesuchte Summe (1.) folgenden Ausdruck: 

Nach dem soeben bewiesenen Satze fallen aber in der auf ^i , Xj , ... Ip be- 
zflglichen Summe alle die Glieder heraus, in denen nicht Xf von der Form 
^*l[ ist. Setzt man also: 

so muss, damit man alle Werthe von ki erhalte, 

l[ ein vollständiges Restsystem (mod. r.) , 
i!- - - - (mod. qr*» ) 

durchlaufen. In der Summe (14.) haben dann aber nur die Glieder einen von 
Null verschiedenen Werth, in denen X'^^O (mod. ^*) ist. Diese Glieder haben 
den Werth (11.). Demnach reducirt sich (14.) auf folgende Summe: 

(15.) yM(«„».,...„,) = ,». +'.+-+»'„ ^£ e"'fCf"'-f'- ■■"'"?. 

* l> ^ s» ••• * p 

worin X[^ ii^^ . . . Xp vollständige Restsysteme durchlaufen, resp. nach den 
Moduln fi, r2, ... r^. 
Nun ist aber: 

nq'^X[, 9*«a;, . . . q'pX'p) = Z^ c,j,q^^'n\ X', = ^IZ^KX', . 

Und demnach lässt sich nach der Definition der Function q) die Gleichung (15.) 
folgen dermassen schreiben : 
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/i 9 / i 1 



(2) 



V 



A'\ /^ 






(16.) 



v(0 v(*) 



yiP) 



I ^1 ) ^1 9 • • • C/| 



(P) 



• . . • i 

^1) ^(2) ^0»; 

Die Grössen ri, rs, . . . r^ sind nun aber zum Theil gleich 1, zumTheil gleich 
q. Nehmen wir an, um die Formel in expiiciter Form zu erhalten, es sei: 

fji = r^ = ••• = r^ = ^f, r^+i = r^+j = . .. = r^ = 1, 

so Ifisst sich, wie aus der Bedeutung von (p sofort hervorgeht, fflr (16.) end- 
lich schreiben: 



A'\ r?\ 



yö.) 



(p 



ri'\ r^'\ "-r 



^' 



(^"■+', q-""+\ . . . g'*.-+', j».+i, . . . g'*p) 



(17.) 






• • 



y^"^ 



.(I) ^(2) 



C(v) 



— £f*i+*j+«t'+*p ^ 






*^2 9 



• • • €/2 



»') 



(9, qf, ...^). 



^(1) /.(2) piy) 

%/y * V'y * • • • \^y 



Mit Anwendung der Relationen (5.) folgt leicht die Congruenz 
(18.) -2*+ c{'> c^'K.. c</^ = :S± c['^ cf^^ . . . ci'^ . 2:± 4!;V^ . . . c^p^ (mod. g), 
woraus sich ergiebt, dass die Determinante 

^" I »•^ l/J • • • l/y 

nicht durch g theilbar sein kann, wenn es, wie vorausgesetzt, die Determinante 
D nicht ist. Demnach ist die auf der linken Seite von (17.) vorkommende 
<jp-Function nach §.3 zu bestimmen. 
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§6. 

Bestimmang von fp{y\(n,n, ...n), wenn n eine ungerade Zahl und D 

relativ prim zu n ist. 

Wir wenden nun die gewonnenen Resullate an auf den Fall, wo in 
der Function 

9{yK»l^ «2, ... Up) 

die Grössen »x? ^2) ... »^ alle einander gleich und gleich der ungeraden 
Zahl n sind, während die Determinante D der Grössen y mit n keinen ge- 
meinschaftlichen Factor hat. Dieser Fall führt zu einer sehr eleganten Schluss- 
formel. Nach unsern allgemeinen Voraussetzungen muss hier: 

sein. Setzen wir ferner 

n = ,u . V .71... ^ 

worin fi^ r, n, ... Potenzen von ungeraden, von einander verschiedenen, 
Primzahlen sind, so wird nach dem Satze des §. 2: 

(1.) (p {y} (n) = (p \^y\ {fi) . (p \^y\ (v) . cp j^y) (ti) . . . . 

Die Determinanten der auf der rechten Seite stehenden 9) - Functionen sind: 



(av ' vP ^ nP 

also resp. zu fi, v^ n^ . . . relativ prim. 

Die Anwendung von Jacobis Erweiterung des Legendrescheti Symbols 
gestattet eine einfache Ausdrucksweise der in (1.) vorkommenden ^-Functionen. 

Die Formel (16.) des vorigen Paragraphen, in welcher nun die Grössen 
/ti, 62, ... kp und ebenso fi, fs, ... r^ alle gleich zu setzen sind, nämlich: 

ergiebt zunächst das Resultat: 

wenn man nämlich berficksichtigt, dass 

-t—^ = — g— (mod. 4), 

und dass ( — j iminer den Werlh +1 hat, wenn u eine gerade Potenz einer 
ungeraden Primzahl ist. 
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Die Formel (2.) hat man nun auf alle Factoren der rechten Seite 
von (1.) anzuwenden. Es ist aber: 



femer : 



(4.) 



• • • 



w (^)(4)-(")- = (t). 

=.' !(^)(p-(f)(p-©(?)-r 

nach dem Reciprocitätsgesetz der quadratischen Reste. 
Endlich bat man noch: 

und mit Beröcksichtigung der Relationen (3.), (4.), (5.) ergiebt sich aus (1.) 
und (2.): • 

(6.) 9'M(«) = (-^)i'^"'^^'»t 



§. 7. 

Bestimmung von y l/Ks^'^sS ••• 90> wenn die Determinante der y durch 

q theilbar ist. 

Um die Function (p{y}{ni^ n^^...n^,) in allen Fällen bestimmen zu können, 
in denen n^^ ^2? ••• f^p ungerade Zahlen sind, bat man nur noch die Kennt- 
niss von (p l/K^'', q\ ... q^p) nölhig auch für den Fall, wo die Determinante D 
der Grössen y durch die ungerade Primzahl q theilbar ist. 

Wir beginnen die Untersuchung mit dem Fall /> = 2, suchen also den 
Werth der Summe zu finden: 
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1 s Zi J . 7 1 V — i ö'i q** 

9 



WO nach unserer allgemeinen Voraussetzung: 

V(2) yd) 

(2.) -V = -^ 



und 

(3.) D=^r[yp-r?Y2''==q'D', 

wenn D' nicht mehr durch q theilbar ist. «i, $2 haben in der Summe (1.) voll- 
ständige Restsysteme zu durchlaufen, resp. nach den Moduln ^'^ ^*. 

Zunächst bemerken wir, dass man bei Bestimmung der Summe (1.) 
annehmen darf, einer der CoefBcienten y[^\ y^^, etwa y{'^ sei durch q nicht 
theilbar. Denn ist sowohl y^^^ als y^^ durch q theilbar, so folgt aus (3.)) dass 
entweder y^P oder y^^ durch q theilbar sein muss. Es seien also y{*^ und yfi^ 
durch q theilbar; dann geht die Summe (1.) in folgende aber: 

(4.) qZe ^ ^ « =q<p\q''q (^'■"S?'')» 

WO in der Summe linker Hand «i nur noch ein vollständiges Restsystem nach 
dem Modul ^^"^ zu durchlaufen hat. Dieses Reductionsverfahren kann nun 
fortgesetzt angewandt werden, bis im Exponenten der CoefGcient von s\ oder 
der von s\ oder endlich die Determinante der CoefBcienten durch q nicht mehr 
theilbar isl. Stösst man auf den letzteren Umstand, so ist zur Bestimmung der 
Summe das Verfahren des §.5 anzuwenden; im andern Fall erhält man eine 
Summe von der Form (1.), in der y{^^ oder y^ nicht durch q theilbar isl. 
Es sei also jetzt y^^ durch q untheilbar. Der Summe (1.) kann dann die 
Form gegeben werden: 

(5.) <p\Y}W^.q'^)= :Se ^ y"^^' ^^ 



«1,"« 



Ersetzt man hierin, was wegen der Uniheilbarkeit von y{*^ durch q freisteht, 
Si durch y[^^S2^ so wird die Summe: 

(6.) ip\y\{q\<f^)== 2e ^ ^ «' '• 
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JfntL hat 



den Werlh 



Ferner hat die Somme 



etil) 



'j 



den Wertb 



wemi x^lx^ Oller den li¥ertfa g^v wenn x > 4 i^t Jlan erhält demnacb far 
die gesnehte Summe folgenden Werth: 

wenn r "^ 4. 

wenn x > d: 

für den Fall r : l^ geben beide Formeln dasselbe ResaltaL 



Da man tebon in dem besonderen Fall p = 2 nicht in einer alle Faiie 
fimfatfienden Kndformel gelangt ^ so wird man nicht erwarten dürfen , ohmt 
eine /fcnsserst complicirte irntersebeidang vieler verschiedener Möglichkeiten 
im allgemeinen Fall eine entwickelte Endformel zn erhalten. Man wird ach 
dsih^ damit begnAfifen müssen^ einen Weg zn finden, anf dem der Werth der 

**; (>iA AH ff All Ande ünnymmtirifi, welche diete Formel in Bezog auf ^ xmi 1^ 
^Aftfty AfkUrt fti^b an» d^m fJmutand, danA //> and /^^^ nar dann beide darch q an- 
fhA»IK*r «AiA k^^Aen^ während D durch q theilbar ist, wenn /, nnd /, einander gleich 
'irv/f, d^mn n^^ftH muM nUU fnnfi dfir (irMn^n y^^^ '/P darch q theQbar tein. In der 
9^fftMd n^.) int hnrh der Fall Jß -.- enthalten. 
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fraglichen Summe in jedem Fall gewonnen werden kann, indem nachgewiesen 
wird, wie man die p fache Summe finden kann, vorausgesetzt, dass man die 
p—i fachen und p — 2 fachen entsprechend gebildeten Summen kennt. Da man 
die einfache und zweifache Summe kennt, so kann man dann immer die all- 
gemeine Summe finden. 

Man kann in der allgemeinen Function 

1/19 / 1 9 • • • / 1 
/p 9 /P 9 • ' • /P 

annehmen, es seien nicht alle y einer und derselben Horizontalreihe durch 
q theilbar, denn sind z. B. die Grössen yi*\ y[^\ . . . y[P^ alle durch q theil- 
bar, so ist, wie schon in der Einleitung gezeigt wurde: 

Jp 9 7p y • • • /p 

(8.) ( ,y(l) yO) yip) 



• • • 



7p > 7p y ' ' • / p 

und diese Formel lässt sich so oft anwenden, bis nicht mehr alle in einer 
Horizontalreihe stehenden Coefficienten durch q theilbar sind. 

Es sind bei der Reduction der Function tp nun zwei Fälle zu unter- 
scheiden. 

I. Die Grössen /{^\ /P, . . . y^^ sind nicht alle durch q theilbar, 
etwa y['^ durch q untheilbar: 

Setzt man, wie frflher: 

«I, «jj ..t 'p 

worin : 

/(»i,«2,...«p) = 2,Zc,i8^si, 

(10.) I _ J^ _ //' 
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SO Iftsst sich f auf folgende Form bringen : 



worin : 



CxA = 



<^ll 



Wenn man nun im Exponenten, was freisteht, «29 h^ ••• 'p ^^^P- durch 
«2yi'\ «3yi'\ • • • «p/i*^ ersetzt, so geht mittelst dieser Transformation die 
Formel (11.) in folgende aber: 

(12.) 



A/y» t — — — — — ^ — 1 

«„ *„ ... «p 


A7t%^ ^ Vgl 

e » » 




y{.)(yj.)y(.)_yj,.)y(.)) 



worin : 

(13.) 

Fahrt man in der Formel (12.) die Summation nach Si aus, so folgt: 

,. 1 i Ix /y('>\V~5~y I « ^ni22c»xs»si 

Ist also /i'^ durch q untheilbar, so bat man die Reductionsformel: 



/f» * ... Jp 



worin : 



(16.) yi^>' =/,'>(yS^Vi'^-yi'yi'0- 
Die Determinante Z)' der Coefficienten y^^^* ist: 

(17.) D' = y{^>'''"'Z), 

so dass hinsichtlich der Theilbarkeit der Determinante durch q für beide (p- 
Functionen in (15.) dasselbe gilt. 
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II. Wenn die Grössen y{*\ yf^, . . . y^/^ alle durch q theilbar sind, 
so mass nothwendig wenigstens eine der Determinanten 

durch q ontheilbar sein, wenn nicht alle in einer Horizontalreihe stehenden y durch 
q theilbar sind. Wären nämlich alle yi"^ und gleichzeitig alle J^i'^yi^^— yi^VJ"^ 
durch q theilbar, so mflsste auch von den beiden Grössen yi^^^ y^"^ nothwendig 
eine durch q theilbar sein, was auch x^ l sein mögen. Nun ist aber: 

Ist also keiner der Exponenten /|, ^, . . . /^ grösser als /.^ so folgt aus dieser 
Annahme, dass 

V(0 v^2) (p) 

i*y i» 9 • • • fn 

durch q theilbar sind, gegen die Voraussetzung, dass die y einer Horizontal- 
reihe mittelst der Reductionsformel (8.) von gemeinschaftlichen Factoren q be- 
freit seien. 

Nehmen wir also an, es sei 

nicht durch q theilbar, so folgt zunächst, dass li = li sein muss, weil sonst 
eine der Grössen yP^, ;4'^ durch q theilbar wäre, mithin ist auch 

durch q untheilbar. 

Es müssen nun in der quadratischen Form im Exponenten die Ver- 



inderlichen «i, «2 abgesondert werden. Dies geschieht durch folgende Trans- 
formation. Man setze zar Abkarzung: 

(18.) {<?<'> = y^'M'^-yJ'VA 

Dann hat man folgende identische Gleichung: 

•19.) +^(,.+ ^"'•+,-+4'V)(.,+ ^•'«■+•••+4"'. ) 



It "It 



V P , 
+ ZZc^l8^Sx^ 
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wenn 

gesetzt wird. 

Da nun der Voranssetznng gemäss (^n dnrch q nicht theilbar ist, so 
kann man im Exponenten der Summe 

^3 9 ^49 • • • 9p ersetzen durch (^12^39 <^i2^49 • • • <^i2^p* 
Ferner kann man 

Si+di^^Si'\ \-^p^9p durch «1, 

«2 + <^'^«3+-' + <^^*p durch «2 
ersetzen, wenn man die Summationen nach «1, $2 zuerst ausgeführt annimmt, 
da diese Grössen gleichzeitig vollständige Restsysteme nach dem Modul ^ 
durchlaufen. 

Demnach erhält man: 

(21.) y{yK9'',9'«,...gV)=^e «'' ^^. '^ ' ' 

worin 

(^^-ö. J C^i = Ö12 iji O12 -jj 

In der Formel (21.) kann man nun die Summation nach «1, «2 ans- 
fOhren nach den Vorschriften des §. 6, und man erhält 

(23.) yW(?'■,v^...9^) = (-5^)•• ^ * V',-^.« ' ' 

Es ist aber 



(^M^f -a-f = ' 



.«.w ■ 



2 



also 

Wenn also die Grössen y[^\ y^^\ . . . y^/^ alle durch q theilbar sind, dagegen 
yO)y(2)_y(Oy(i) nicht durch q theilbar isl, woraus folgt, dass /i = (i sein muss, 
so hat man die Reductionsformel: 

l/i 'i /i 'i " ' /i , (3)r ^V 

l / i / 3 9 • • • / 3 

(24.) v^r '^^'•••^M(^',9S-.-?''') = ?'^^ \iq\-g^\ 
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worin 

(25.) yi^y = <y«(yl'^c^n-/;><Ji'^-y?><yf ). 

Auch hier ist, wie leicht zu erkennen, die Determinante der yi^^ und der y^^^' 
gleichzeitig dnrch q theilbar und untheilbar, denn bezeichnet man mit D' die 
Determinante der p^^^'^ so folgt leicht 

Bei jeder weiteren Reduction der ^-Functionen auf der rechten Seite der 
Formeln (15.) oder (24.) sind dann wieder die verschiedenen Fälle zu unter- 
scheiden, und darauf beruht die Schwierigkeit, zu einer alle Fälle umfassenden 
Endformel zu gelangen. Es sind aber im Bisherigen die Mittel enthalten, die 
Function 9)|/j(i}i, n,, . . . n^) in allen Fällen zu bestimmen, in denen die 
»n ^9 ••• ^p sämmtlich ungerade Zahlen sind, und es bleibt nur der eine 
Fall zu erledigen, wo iii , 112 , . . . »p Potenzen von 2 sind^ 

§..8. 

Bestimmung von (p{r\(2^\2\...2^^). 

Um zunAchst den ein&chsten Fall zu erledigen, sei d = 1, dann ist 

yO) y(3) ^3)* 

72 ,n, ••• Tp (2S...2V). 

• •••••( 

Diese Summe hat aber den Werth Null, falls y[^^ nicht durch 2 theilbar ist. 
Ist )i^^ durch 2 theilbar, so erhält man: 

/y(0 y<l) y(0\ 

l/l 'i 72 ^ " ' /P \ (2) (2) (2) 

1/2) P) O)/ 1/2 ^ /i 'i ' ' ' /p \ 

(2.) (pp ' ^' ' '•' ^M(2,2S...2'p) = 2y (2^,...2'p). 

yO» y,0» y(P) ^^ ' /T , • • • /;, ^ 

Der Fall, wo in der Function y [yj(2\ 2S ... 2V) einer der Exponenten 
h'i h'i • * Ipy etwa /« den Werth 1 hat, ist damit vollständig erledigt; die 
Summe hat den Werth Null, wenn das entsprechende p^'^ ungerade ist. Ist da- 
gegen y^*^ gerade, so reducirt sich die Summe auf eine mit 2 multiplicirte ein- 
fachere Summe derselben Art. 

6» 
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Es ist also nur noch die Summe zu bestimmen: 

worin ki^ As, ... k^ grösser als Null sind, und die r^, r2, . . . r^ die Werthe, 
1 oder 2 haben. Die Untersuchung soll auch hier wieder zunächst unter der 
Voraussetzung durchgefahrt werden, dass die Determinante D der Coefficienten 
/ eine ungerade Zahl ist. Man kann in diesem Falle, ganz Ähnlich wie in 
§. 5 geschehen ist, nach dem Vorgang von Gauss verfahren. 

Man setze 

(3.) f{s,^S2,...Sp) = 22c^hS,SK, 







/^ _ yj[*> c?' 


cf 


2*'"**^ 2**'**rA »•' 


n 



und daraus folgt: 

(5.) 

Wie in §. 5 schliesst man aacli hier, dass e\^^, c^^ ganze Zahlen sein mOssen. 
Man kann nun wieder wie dort setzen: 



(6.) 



= Z Z e2m/'(A.+ftr.2SA.+^.r.2*.,...Ap+ppr,2V')^ 



worin die Summe zu erstrecken ist: 

für Qi Ober ein vollständiges Restsystem (mod. 2^) , 

- (>j - - - - (mod. 2*«), 

* • 

- p^ - - - - (mod.2*p); 

far Xi aber ein vollständiges Restsystem (mod. ri2*'), 

- A^ - - - - (mod. fj 2*0, 

- Ap - - - - (mod. rp2*p). 

Man schliesst nun genau wie oben, dass die Summen in Bezug auf (>i, (>29 ••• ffp 
immer dann den Werth Null haben, wenn nicht gleichzeitig 

r,2V(^i), r22V'(A2), ... rpVpf'ilp) 
ganze Zahlen sind. För Werthe von A^, Aj, . • . ip aber, welche dieser Be- 
dingung genagen, ergiebt die nach (>i , (>2 ? ... Qp ausgeführte Summation den * 

Werth: 

2*1+ *t+-+*p ß'^«/*(^i ^> - V. 
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Nach der Bedeutung von /^(^i), f'{^)^ • • • f'i^p) sind aber nur diejenigen 
ili, li^ ... itp beizubehalten, fflr welche die Bedingung erfallt ist: 



(7.) 



ri'^i,+r?^i2+-'+r?^^p = a,2*-s 



worin A|, i,, ... Ap irgend ganze Zahlen sind. Ersetzt man nach den For-* 
mein (5.) die y^^^ durch die c^^^, so lautet diese Bedingung: 

e(i)2-*'+U,+cr>2-*«+U,+ ... + c?>2-V+Up = Ä^, 

,o , ,c^'>2-*>+U, + c<^>2-*'+U,+-+c?>2-V+U, = A,, 



c^'>2-*»+U, + c<^>2-*'+U,+-+c^''^2-*p+Up = Äp. 

Da nun die Determinante der Grössen c}^^ gleich derjenigen der }j^^ ist, so 
folgt wie in §.5, dass die nothwendige und hinreichende Bedingung fflr die 
Gleichungen (8.) die ist, dass 

l, durch 2*»-*, i^ durch 2*«-*, . . . l^ durch 2V-* 
theilbar sei. 

Zur Bildung der nach ^i , ^2 , . . . A^ genommenen Summe in (6.) t^ann 
man also setzen: 

A, = 2*'"*ir, k2 = 2'*'%, ... ip = 2*P-u;, 

wo dann 

k'i ein Restsystem nach dem Modul 2ri, 
^2 - - - - - 2r2, 



Ap — — — — — ^f»^ 



ZU durchlaufen hat. 

Demnach geht die Gleichung (6.) in folgende aber: 

( y.|y|(2"'ri,yV2,...2^*prp) 

( i' i' i' * 

oder indem man für die Function f ihren Ausdruck setzt, 

TT 4rh 



2' 1' 2' 



(10.) (p = 2*-+*'+-+*p , ^ ^ e 

p 
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Man erhält nun den 2^" fachen Werth der Summe auf der rechten Seite 
dieser Gleichung, wenn man 

X'i ein Restsystem nach dem Modul 4ri, 
K - - - - - 4r,, 



^p 



4r 



durchlaufen lässt, da sich die einzelnen Glieder der Summe nicht Andern, wenn 
man k'k um ein ganzes Vielfaches von 2rk vermehrt. Beachtet man dies, so 
ergiebt sich aus (10.) für 9) folgende Reductionsformel : 

• • • 7^^\ 






(11.) 






• • • 



f(p) 
P 



.(») 



.O) 



I ^1 9 C| , • • • Cf 

2*.+*.+...+»p-P (p ^'^ ^'^ • • • ^M (4ri , 4r2 , . . . 4rJ. 



»(I) 



.0) 



'p 9 »'p 9 



c?> 



Um noch die Function 9'{e}(4ri,4r2, ... 4rp) zu bestimmen, werde zunächst 
die Annahme gemacht, die CoefGcienten c lassen sich so anordnen, dass die 
in folgendem Schema: 



(12.) 









c(p) 

... C/£ 

... c?) 
. . . c?» 

• • • 

. . . Cp 1 


cl" 


cf 


c?' 




• • • 



angedeuteten Determinanten alle ungerade Zahlen seien. Man bezeichne diese 
Determinanten wie in §.4 mit Di, A? D3, ... Z)^^ so dass 

(13.) D, = c['\ D, = c{»> c('> ^ cP> c^*\ ... Dp = jD. 
Man schliesst durch Induction leicht auf folgende Formel: 

(14.) y{c}(4ri,4r„...4rp) = r^(l+t7|/4ri.4r,...4rp, 

worin zur Abkürzung gesetzt ist: 



{15.) 



" = C^y<^^f+-M^^¥^)"- 
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Diese Formel ist richtig fär den Fall p=^i und lässt sich leicht auch fOr 
p = 2 nachweisen. Wir zeigen gleich allgemein, dass sie fürp gültig ist, 
vorausgesetzt, dass sie für p—l zutrifft. 

Zu diesem Behufe wendet man die schon mehrfach gebrauchte Trans- 
formation an. Man hat: 

worin 

(17.) ci^>' =^{*>ci^^--ci'>ci^> 
und 



r» ri 

Da vorausgesetzter Massen c^^ ungerade ist, darf man im Exponenten unter 
dem Summenzeichen «29 «39 . • • «p ersetzen durch c^^s^^ ci'^«3i . . . ci*^*p> 
ferner Si+cf^ s^+^^^ + c^^Sp durch Sy und erhält demnach: 

^i 'i ^'i 9 • • • * \ 

. . * '.' ''^ (4ri,4ra,...4r,) 

\ — / \ ^p' ^p9 ••• ^p ' 

= -Se ^''' yj [ (4rj , . . . 4rp). 

Hierin lässt sich die Summation nach «1 unmittelbar ausfahren, sie ergiebt 
den Werth: 

(19.) He ^^ =1^2^ (l+Oyi;,. 

Die auf der rechten Seite noch Obrig bleibende Summe nach «?, «3, . . . «p 
Iftsst sich finden nach der fflr p—X als richtig vorausgesetzten Formel (14.). 
Bezeichnet man nämlich mit Di, D2, ...JD^i die nach Analogie des Schemas 
(12,) aus den Grössen c^^c^}^* gebildeten Determinanten, so folgt leicht: 

(20.) jD; = c{'>D2, /); = crZ)3, ... D;^,^c^P"'''Dp, 

so dass nach der Voraussetzung auch Z>i, Z>3, ... JD^i durch 2 nicht theil- 
bar sind. 



V 
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Die Formel (14.) liefert also för diesen Fall: 

(ci'><4''', . . . cj'>c?)'j 

(21.) g>{ (4r„...4r,) = i-'(l+»)'-74r„...4r„ 

(ci»>(^'>', . . . ci')ct^>') 
worin 

Es ist aber . 



und da 



ist, so erhält man: 



O O 9 



g(,)«.-« ^ I (mod.8) 



2 



„. ^ (L:|i)"+(lrfÄ)-+ . . . + (1=S^) ■' (mod. 4). 

Beachtet man dies, so folgt sofort aus (18.), (19.)9 (21.) die Formel (14.). 

Sind die hier gestellten Bedingungen nicht alle erfflUt, während immer 
noch die Determinante D ungerade ist, so lässt sich stets die Summe (11.) 
durch directe Addition von höchstens 4^ Gliedern finden. 



. §.9. 

Becurrirendes Verfahren zur allgemeinen Bestimmung von 

9){yK2'.,2S...2'p). 

Zur allgemeinen Bestimmung der Function 9 jp'} (2\ 2'*, . . . 2^) auch in 
dem Fall, wo D eine gerade Zahl ist, kann man Reductionsformeln aufstellen, 
die denen des §. 7 analog sind. Da die Ableitung derselben der dort gege- 
benen ganz ähnlich ist, so können wir uns hier kurz fassen. 

Wir beginnen wieder mit dem Fall /> = 2, also mit der Function : 

\ y» » y» I •■ "^ 



worin 



and 



(2\ y^* - y^' 



(3.) y{'> yf > -y{') y|'> = 7) = 2^D', 
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worin, falls nicht D = ist, D' ungerade sei. Aas denselben Grflnden wie 
in §. 7 darf hier angenommen werden, es sei yi^^ ungerade. 

Dann ergiebt sich, genau wie in §. 7 die Formel (6.) erhalten wurde : 



2ni 



:ir^P(.*, + r^P»ty , r^Pi'D'tl 



2'. 






(4.) <p\r\i2\2^)= Ze 
Die Summption nach ti lässt sich nach bekannten Formeln ausfahren und ergebt : 

(5.) Ze ^'' =i ^ '^ ^ {\+i)P\ 

«1 

wenn man setzt: 

2'- = 2'*T, 

und unter ri entweder 1 oder 2 versteht, je nachdem /j gerade oder un- 
gerade ist. 

Bei der noch äbrigen Summation nach «2 hat man drei Fälle zu unter- 
scheiden: 

I. T > /j oder i) = 0, 

2ni ^' tj' 
2e *• = 2's 

II. ^-T = l, 

2ni ^' \r'* 
2e ^ = 0; 



ni. 4 -T > 1, 2''-» = 2"'rj, r, = 1 oder ^ 2, 

^e "* ^'* = «• ^ ^ "^ (1+01^^. 
Danach erhält man ffir die gesuchte Summe folgende Werthe: 

(6'-) 9'JV ^r) i (^'■' 2'*) = *■ ^ (l+.-)2V2\ T^«.; 



2_ 2 



^ / 2 9 y» ' 
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Bei der Bestimmung der allgemeinen Function: 

/l 9 /l 9 ... /l \ 

7p ^ 7p 'i • • ' /^p ^ 

kann wie in §. 7 die Annahme gemacht werden , es seien nicht alle Grössen 
Yy die in einer Horizontalreihe stehen, gerade Zahlen. Man hat dann wieder 
zwei Fälle zu unterscheiden: 

I. Es seien nicht alle yf*\ yf^ . . . y^^^ gerade, also etwa yj*^ un- 
gerade. Durch dieselben Schlflsse wie in §. 7 erhält man die Gleichung: 

An% 57 ^^^££CnlStSl 

(8.) <^{;'}(2S2S...2'p) = , -2: c ^' e '' 

*i» 'S» ••• *p 

worin: 

Fflhrt man hierin die Suromation nach $i aus, indem man 

2'. = 2"t, 

und Ti gleich 1 oder gleich 2 setzt, so folgt die erste Reductionsformel : 

1 /l 1 / 1 » • • • / 1 

•^ . ." . k^S 2S . . . 2'p) 

(10.) / ' /p", y^. • • • yi^^ 



2 



= % 



('-y^'V' _ (yr, ... y^ 



(l+t)|/2''y (2\...2'p), 



7p 'i ' ' * 7p 



worin 



(11.) y'^" = ri'\ri'Y:'-ri'V)' 

FOr die Determinante D' der Grössen yi^^* erhält man auch hier: 

(12.) D' = y{*>'''"'Z), 

so dass D' und D gleichzeitig gerade und ungerade sind. 

II. Sind die Coefficienlen y{'\ yf\ . . . y^/^ alle gerade Zahlen, so 
können nach unseren Voraussetzungen nicht alle die Determinanten 
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gerade sein, und man nehme an, es sei Jn ungerade. Es fordert diese An- 
nahme, dass /i = (j und mithin yP^ = y|^^ sei. 

Durch dieselben Operationen, die zu der Formel (21.) in §. 7 führten, 
erhält man hier: 

(13.) 9){y}(2S2S...2'p) = ^6 ^' 2e '' 



3 3 

• 



*i> *« * «»> ... »p 



worin : 



und: 

(150 Mi'^ = yi"r\''-ri'Y'\ 

Die auf «i , »^ bezflgliche Doppelsamme lässt sich nach den Sätzen des $. 8 
onsführen. Man erhfilt: 

wenn /i eine gerade Zahl ist: 

(16.) H e ^' = (-1) * 2''+S 



«„ «, 



und wenn /i eine angerade Zahl grösser als 1 ist: 

(17.) £e ^' = 2'>^-', 



*i> *i 



wobei Gebrauch gemacht ist von der Voraussetzung, dass /^^ und )i^^ gerade 
Zahlen sind. 

Man kann beide Formeln in eine einzige zusammenfassen, wenn man 
auf der rechten Seite setzt: 

(-1) ^ 2^+', 

oder auch: 

.2(-i) * ; . 

Man erhält demnach unter der Voraussetzung dass y[^\ y^\ . . . y^^ gerade, 
dagegen yP^^^^ ""^i^V^*^ ungerade sei, die Reductionsformel : 



7 



» 
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yO) y(2) y(p) 

/l 9 / 1 ^ ... /l 

(lö.) ( / P 9 / P 9 ' • ' /P ' 

= (-1) ^ '2''+> (2S...2H 



yO)' y(p)'' 



wonü: 



(19.) yi^>' = <J.,(?'l'>«J„-y?>(JJ'>-?'i'>(yn. 
Für die Determinante D' der Grössen yi^^' ergiebt sich: 

so dass D und D' gleichzeitig gerade und ungerade sind. 

Nach diesen Sätzen ist man im Stande, den Werth der Summe 
v{7}(^i^^^ "*^p) ^^ ^U^" Fällen zu bestimmen, und ^war durch eine Reihe 
von Operationen, deren Anzahl nicht mit der Höhe der Zahlen Hi, i»,) • • • m^ 
wächst. Die Anzahl der Operationen ist fflr jede in iii, »a, . . . i», ent- 
haltene Potenz einer Primzahl höchstens p. Der Ausdruck fflr q> enthält 
ausser ganzzahligen Potenzen von i und l+i nur Quadratwurzeln aus ganzen 
Zahlen. 

§10. 

Untersuchung einer allgemeineren Classe von Summen. 

Wir erörtern im Folgenden Summen von etwas allgemeinerer Form^ 
die sich auf die bisher untersuchten zurflckfQhren lassen. Es sei 

und es wird nach dem Werth der Summe gefragt: 

(2.) J; e"" 

*if *»> ••• *p 

worin i^i, ^2^ • • • ^p ganze Zahlen bedeuten, för welche oder 1 gesetzt 
werden kann. Wie bisher durchlaufen die Zahlen ^i, «29 ••• ^p Restsysteme 
nach dem Modul n. 

Ist zunächst n eine ungerade Zahl, so ist die ZurQckfQhrung der 
Summe (2.) auf die oben betrachteten sehr einfach, wenn man die Fordenmg 
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Stellt, dass der Wertb der Somme von der speciellen Wahl der Restsysteme 
unabhängig sein soll, denn dann können «i, «29 ••• ^p ersetzt werden durch 
2^1, 2^2 9 ••• 29p 9 wodurch die Glieder erster Ordnung im Exponenten her- 
ausfallen. 

Mehr Schwierigkeiten, aber auch grösseres Interesse bietet der Fall 
eines geraden n^ in welchem die Summe (2.) stets unabhängig ist von der 
Wahl der Restsysteme. 

Es kann dann die Summe nicht ersetzt werden durch eine einzige 
Summe der früheren Art, sondern durch eine bestimmte Anzahl derselben. 

Betrachten wir zunächst den Fall, wo nur eine der Grössen r, etwa 
Vi = 1 ist, die Qbrigen gleich Null sind. 

Die Summe (2.) unterscheidet sich dann von der folgenden: 

ni 

_ / V.*i» *i» ••• *pj 

j: e" 



''n *t> ••• *p 



nur dadurch, dass die Glieder, in denen Si ungerade ist^ das entgegengesetzte 
Zeichen haben. Beachtet man dies, so ergiebt sich die Gleichung: 

(3.) { ^. """'"'' ^ ^. 

= £ e" -2 H H e" 

*l> *t» .•• *p «1^) Sff ... tp 

In der zweiten Summe hat Si nur ein Restsystem nach dem Modul -^ zu 

durchlaufen. Man erhält also den doppelten Wertb der Summe, wenn man 
auch für Si ein Restsystem nach dem Modul n nimmt. Demnach geht die 
Formel (3.) Aber in folgende: 

—/•(«., *„...«p)+7r«i 

(4.) ( . ' 

*ij »j, ..• f^p *i) «j» ••• *p 

Allgemeiner ergiebt sich auf demselben Wege folgende Recursionsformel : 
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- 2: e" 

*i» *ij ••• *p 

fit 

*i» *» ••• *p 

ni 

*ii *j» ••• *p 

Daraus folgt leicht eine allgemeine Darstellung der gesuchten Summen. 
Es sei in der Summe (2.): 

y, = Vj = ... =y^ = 1, y^^, = ... = y^ = 0. 

Man bezeichne mit A|, A2, . . . A, Zahlen, die den Werth 1 oder 2 haben. 
Dann ist: 

- -5 e" 

f(%\ I *n*«> — «p 

(— l)(Ä.->)+(/..-i)+...+(A,-l) 2; ^„ '^ 1 1' t « 9 9J 9-r , py^ 

1 *1» *ll ••• *p 

worin das Zeichen j^ eine Summe bedeutet, die sich auf alle Combinationen 

der Werthe 1, 2 für Ai, A2, . . . A^ erstreckt. Ein Glied dieser letzteren 
Summe hat das Vorzeichen + oder —, je nachdem die Anzahl derjenigen 
h, welche gleich 2 sind, gerade oder ungerade ist. 

Die Richtigkeit der Formel (6.) ergiebt sich sofort aus (5.) durch den 
Schluss von g— 1 auf q. 

Die Summen: 

"n *»» ••• *p 

können aber nach den oben gegebenen Regeln bestimmt werden; die Anzahl 
dieser Summen, durch welche die gesuchte Summe dargestellt wird, beträgt 
2^. Ho ist beispielsweise bei einfachen Summen: 

711 ,, . m , 4nic « 
«-I — cM*+ms «-I — es" «-.1 r 

o u 
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Eine ganz ähnliche Behandlungsweise wie die hier betrachteten Sum- 
men*) gestatten die folgenden: 

Tii 

"l> *i» ••• *p 

worin i^i, 1^2, ... v, ganze Zahlen sind, Tär welche die Werthe oder 1 ge- 
setzt werden dflrfcn. 

Ist zunächst wieder n ungerade, so erfordert die Voraussetzung, dass 
die Summe (7.) von der Wahl der Restsysteme unabhängig sei: 

(8.) 0,^^!+ 02^1^2 H \- Cj,iyj,+ Cii = . (mod. 2) i = 1, 2, . . . p. 

Man kann dann immer Zahlensysteme m«2, y^x bestimmen, so dass: 

(9.) c^i = w,2ii+8y^i, 

und mit Rücksicht hierauf und auf die Bedingung (8.) geht die Summe (7.) 
in folgende Ober: 

tfs 2ni 

(10.) e* « ^ -S e" ' * , 

*i> 'i» ••• *« 

da nämlich s^ und 2««4-l gleichzeitig vollständige Restsysteme nach dem 
Modul n durchlaufen. Die Summe (10.) lässt sich nach dem Frflheren be- 
stimmen. 

Im Falle, wo n gerade ist, muss c^iV^-^-c-aV^^ f-Cp^^p^O (mod.2) 

sein. Es lässt sich alsdann die Summe (7.) in eine bestimmte Anzahl anderer 
Summen zerlegen, ebenso wie in dem oben behandelten Falle. Ist nämlich 

^1 = ^2= ••• =v^=U yj+i = -- = yp = 0, 

so gelangt man auf einem dem obigen ganz entsprechenden Weg zu der 
Formel : 

(11.) \ 2**1, *«..-«p 



^1 ) *J> • • • " 



9 



*) Einen besonderen Fall der diesen entsprechenden einfachen Summen bat Herr 
LAesgue untersucht. (Sur le symbole {-r-j et quelques -unes de ses applications. 
Liawrilles Journal Bd. 12.) 
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Auch hier bedeutet j^ eine Summe, die sich auf alle Combinationen der Werthe 

1, 2 für die A|, A29 • • • h^ bezieht. Die Summen nach «1, «29 ••• Sp er- 
strecken sic|i in der Formel (11.) auf vollständige Restsysteme nach dem 
Modul 2n. Es ist also auch diese Summe ausgedrückt durch 2^ andere Sum- 
men, die sich nach den früher entwickelten Sätzen bestimmen lassen. 

Zärich, im Mai 1871. 
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lieber die unendlieh vielen Formen der 

d- Function. 

(Von Herrn H. Weber in Zürich.) 



JtliS ist meine Absicht, in der vorliegenden Arbeit eine Anwendung 
der Resultate mitzutheilen, die ich in meiner Abhandlung Ober die mehrfachen 
Gatf^^ischen Summen entwickelt habe; und zwar auf die Constantenbestimmung 
in der Theorie der unendlich vielen Formen der d*- Function. 

Bereits Jacobi, der Schöpfer dieser ganzen Theorie, hat darauf hin- 
gewiesen, dass bei der elliptischen ^-Function die fragliche Constante mit 

Hälfe des Legendreschen Symbols yj-j aus der Theorie der quadratischen 

Reste bestimmt werden könne, und dass ein zweifacher Weg zu dieser Be- 
stimmung führe, der eine durch eine Kettenbruchentwicklung, der andere durch 
die Gaussischen Summen. Ausser einer kurzen Andeutung findet sich meines 
Wissens unter Jacobis veröffentlichten Werken Nichts über diesen Gegen- 
stand*). Später wurde durch Herrn Hermite die Constantenbestimmung nach 
der letzteren Methode vollständig bis zu den einfachsten Resultaten durch- 
geführt *♦). 

Die unendlich vielen Formen der i^ - Functionen von mehreren Ver- 
änderlichen sind enthalten in einer Untersuchung des Herrn Thomae ***). Die 
Constantenbestimmung ist dort durch endliche Summen bewerkstelligt, deren 
wahre Natur jedoch erst durch Herstellung des Zusammenhangs mit den mehr- 
fachen Gaussxschen Summen aufgedeckt würde. 



*) Ueber die Difierentialgleichung, welcher die Reihen l + 2g4-29*i2g'-|-"*> 

2/g+2/g*+2/g**+'-- genügen. Dieses Journal Bd. 36. Uebersetzt in Liouüilles 
Journal Bd. 14. 

In seinen Vorlesungen hat Jacobi die erwähnten Gedanken durchgeiilhrt, jedoch 
ist mir Näheres darüber nicht bekannt. 

**) Hertniie, Liouvilles Journal 1858. 

Es findet sich dort in der Endformel ein kleiner Fehler. Wenn, wie auf Seite 29 
I.e., gesetzt wird b = 2"ßf wo ß ungerade ist, so müssen die beiden Formeln für 
ein gerades und für ein ungerades a mit einander vortauscht werden. Dieser Irr- 
thum ist auch in das Werk des Herrn Königsberger (die Transformation etc. der 
elliptischen Functionen, Leipzig 1868) übergegangen, woselbst noch in den Formeln 
für C und a (pag. 24) im Exponenten das entgegengesetzte Zeichen stehen muss. 

***) Die allgemeine Transform'^tion der d- Functionen etc. Inaugural-Dissertation« 
Göttingen 1864. 

Journal fUr Mathematik Bd. LXXIY. Heft 1. 8 



58 Weber, über die unendlich vielen Formen der &-- Function. 

Ein anderer Weg zur Bestimmnng der Constanten ist in dem Werke 
der Herren Clebsch and Gardan eingeschlagen *) , wo gezeigt ist, wie eine jede 
in die Theorie der unendlich vielen Formen der ^-Function fallende Trans- 
formalion zusammengesetzt werden kann aus einer endlichen Zahl einfacher 
Transformationen, fflr welche die Constante auf directem Wege gefunden wird. 
Es fordert also nach dieser Methode die Constantenbestimmung eine je nach 
der Natur der vorliegenden Transformalion mehr oder weniger grosse An- 
zahl von Operationen. 

In der vorliegenden Abhandlung ist nun gezeigt, wie die Aufgabe 
gelöst werden kann durch die Summation der mehrfachen ffati^^ischen Reihen 
auf einem ganz ähnlichen Wege wie dem von Herrn Hermite eingeschlagenen. 

Wenn es also auch nicht möglich ist, den Werth der Constanten in 
einer alle Fälle umfassenden allgemeinen Form hinzuschreiben, so ist doch 
der Weg angegeben, immer durch eine gewisse Anzahl von Operationen zum 
Ziel zu gelangen, welche höchstens mit der Anzahl der Veränderlichen, von 
der die d^- Function abhängt, wächst. 

§1. 

Wir definiren die allgemeine «^-Function durch die folgende Reihe: 

l€l, 62, ... €pl 

worin die /? fache Summe sich auf alle positiven und negativen Werthe von 
h erstreckt. Die Grössen e^ s' sind ganze Zahlen; die i9- Function ändert sich 
nicht, wenn die c um beliebige gerade Zahlen wachsen, und erhält den Factor 
(— l)"^*^ wenn f^ um 2 wächst. Beachtet man dies, so kann man ohne wesent- 
liche Beschränkung der Allgemeinheit für s, a' die Zahlen 0, 1 annehmen. 
Die Grössen a^i sind an die einzige Beschränkung geknüpft, dass die Function 

^^ OmI ^m ^X 

* A 

für alle reollen Werthe der Veränderlichen x einen negativen reellen Theil 
hat, dass also auch für kein von Null verschiedenes reelles Werlhsystem der 
w die Function rein imaginär werde. 



*) Theurici dor AbeUchon Functionen. Leipzig 1866. 
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Es folgen aus (1.) die Periodeneigenschaften der ^-Function: 



£i« € 



(2.) 



i*l 9 *2 9 • • • *p ) / 



*i1 *2» • • • *p 



^6|, l;2, . .. €p' 
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(3.) 



^1 r r* ' '!(«i+»iA,---«p+opA) 
*i » *j ? • • • *p 






Diese beiden Gleichungen reichen ihrerseits wieder aus, um die d*- Function 
bis auf einen von den Variablen u unabhängigen Factor zu bestimmen. Die- 
jenige i9- Function, in welcher die e, £' alle den Werth Null haben, soll kurz 
mit ^(ti|, f^, . . . Up) bezeichnet werden. 

Ist es nothwendig, die Moduln a«;i der i9- Function in die Bezeichnung 
mit anfzunehmen, so setzen wir: 



^{ r '" f j(wn««2!i---Wp;a). 



*i 9 • • • ^p 
Wir betrachten nun die Function: 

worin f eine noch näher zu bestimmende Function zweiten Grades ist: 

Wir führen in der Function 77 statt der Veränderlichen «? neue Veränder- 
liche u ein durch ein System linearer Gleichungen: 

(5.) fi, = ai*>fr,+ a(2'^fr2+.- + <>frp, 
(6.) fD, = ß[''u,+ß^^u,+-^ + ßJt^u,, 

wo natflrlich die Determinanten der Grössen a und ß nicht verschwinden dürfen. 

Die Aufgabe ist nun die, die verfügbaren Grössen c^x^ a)!^\ resp. ß^^ 
so zu bestimmen, dass die Function II in eine t^- Function der Grössen u 
übergeht, deren Moduln mit a^* bezeichnet werden sollen. 

Zur Lösung dieser Aufgabe wird man zunächst die Periodeneigen- 
Schäften (2.), (3.) zu berücksichtigen haben. 

Lässt man u^ um ni zunehmen, so wächst w^ um ß^^ni. Da nua 

8» 
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durch diese Aeflderan; in der FaBctioB 11 der Factor ^(«i,«?,, ...«,) wieder 
aofkreten iniiss, so hat man zo selxen: 

woria die q^ a ganxe Zahlen sind. Unter dieser Yoranssetanng erhält man 
die Gleichung: 



Da sich nun die Function 11 nicht anders als im Vorieichen indem soll, so 
muss man setaen: 

C9.} 2oi-> = a.rG^"\>, 
woraus folgt: 

und danach folgt aus \S.): 

(10.) /7(iPi+/il-^^i;...«'p+Ä''^.-ii} = M)* ' ' /^(•Pi,tP2,...iPp). 
Lftsst man ferner die neuen Variablen «i, th, ••• Wp respectiye um Oi^^ 
Ol« ^ ... Op*. wachsen, so wichst tr* um : 

und dieser Ausdruck muss aus denselben Gründen wie oben gleich sein: 

worin r und s wieder ganse Zahlen bedeuten. Es ist also die weitere Re- 
lalion itt bofriedigen : 

Man orhill dann: 



r' 



\\\t >vt>rdon unsern Zweck erreichen, wenn wir setzen: 
Ut^nn daraus» folgt: 
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und demnach geht die Gleichung (12.) in folgende Ober: 

(12'.) n{w,+k[f\w2+k^\...fDp+k^J'^) = (-1) '^ 6-'-''/'A'i7(iri,ir2,...«0p). 

Die in (10.) und (12'.) ausgedrückten Periodeneigenschaften definiren bis auf 
einen constanten Factor eine i9- Function, so dass man erhält: 

(14.) /7(iPji,ir2,...trp) = T&\ I' 2, . . . M(|,^^^^_^^.^)^ 
wenn T eine Constante bedeutet, und 

(^^•^ \e'^ = ^r^h^> 

gesetzt wird *). Es ist nur noch die Frage, in wie weit die gestellten Be- 
dingungen (9.), (11'.), (13.) erfüllt werden können. 
Die Gleichung (9.) lautet entwickelt: 

und durch Auflösung dieses Systems ergiebt sich: 

(16.) c„ = -^{a^'<^V'+<^'»i''-\--+o^'a(r\ 

Jmm 

woraus folgt: 

(17.) = 2:(ai^^aW-al*)a^>). 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich leicht: 

n 

und wenn man die Werthe (7.) von ß substituirt, so folgen die Gleichungen 
zwischen den ganzen Zahlen 9, o: 

(18.) -2(()J^>a.^>-a.^^>()l^>) = 0. 

Umgekehrt folgen hieraus die Gleichungen (17.), da die Determinante der ß 
Dicht verschwinden darf, und durch (16.) sind dann die Coefficienten der 
Function /bestimmt. 

Die Gleichung (13.) geht, wenn man dieselbe mit ß^*"^ multiplicirt und 
nach h summirt, mit Berücksichtigung von (9.) in folgende über: 

2:{mß['h^"^-k^"^ai'^)^0 oder =711, 

h 



*) Da für die Werthe der Argumente die ^-Function rechts nicht verschwin- 
den kann, so muss ^f»«» eine gerade Zahl sein, was sich leicht mittelst der weiter 
unten aufzustellenden Kelationen zwischen den Zahlen q, o, r, s direct verificiren lässt. 
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je nachdem fi, v verschieden oder gleich sind. Substilnirt man darin die 
Werthe von ßt\ ^'^ a«s (7.) nnd (11.), so folgt 

(19.) 2:((.r«{r^-rli''>al->) = oder =1, 

je nachdem fi^ v verschieden oder gleich sind. Umgekehrt ist auch (13.) 
wieder eine Folge von (19.). 

Es bleiben also nur noch die Moduln a^^ der neuen d*- Function zu 
bestimmen. För diese erhält man aus (ll^}: 

(20.) a,^ = ZaS:'^W\ 
and aus der Gleichung a^^ = a„, folgt dann : 

(21.) 2:(ar>&jr'-4''^*n = 0, 

woraus mit Berflcksichtigung von (13.) und (11.) hervorgeht: 

(22.). ^{BS:'T^^-T^'s'lt') = 0, 

eine Gleichung, welche wiederum (21.) zUr Folge hat. 

Alle Bedingungen unserer Aufgabe sind demnach zurückgefflhrt auf 
die Bedingungen (18.), (19.), (22.) zwischen den {jtjtf ganzen Zahlen ^^ a, 
r, 8. Die aus den Grössen a, q^ s, r gebildete Determinante 



S = 



O^ ■ • • O^ o| . • ■ Ol 



in) 




9'^' 



Vp ' p • • • 'p 



hat in Folge der Relationen (18.), (19.), (22.) den Werth ±1. Man schliesst 
dies daraus, dass jedes System von 2p linearen Gleichungen, deren Goeffi- 
cienten die Determinante 5 bilden, durch Anwendung der Relationen (18.), 
(19.), (22.) Auflösungen ohne Nenner liefern. 

Dies wäre nur dann möglich, wenn sämmtliche Unterdeterminanten 
von 5 durch jS» theilbar wären, dann aber müsste die Determinante der Unter- 
determinanten, die gleich S^'"~^ ist, durch S^f* theilbar sein, woraus die Richtig- 
keit der obigen Behauptung folgt. 

Die Anwendung dieser Eigenschaft der Determinante S führt leicht 
zu einer zweiten Form der Gleichungen (18.), (19.), (22.): 
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^ (r«pW-r«p('>) = 0, 

[f (»«e«-r^"0 = 1*). 

"Wegen des späteren Gebranchs fügen wir noch eine andere Form der Glei- 
chung (13.) bei, die sich mit RQcksicht auf die Bedeutung der Function f and 
der Grössen *Ji"> (13.), (IT.) sofort ergiebt: 

(24.) Tiiai*) = nisi'^--£o^^a^. 

Man erhält endlich leicht aus den Gleichungen (11.), (H'O, indem 
man für ß die Werlhe (7.) setzt, die Formel: 

welche mit einer von Herrn Kronecker a. a. 0. mitgetheilten Formel des Herrn 
Weierstrass flbereinstimmt, aus der, wie alsbald gezeigt werden wird, sowohl 
die Grössen a durch die b als auch umgekehrt eindeutig bestimmt sind. 

§2. 

Um ToUsländig sicher zu sein , dass die zwischen den Zahlen p, o, 
r^ 8y aufgestellten Relationen genügen, ist noch zu zeigen, dass die Deter^ 
oiinante der Grössen ßy die durch (7.) definirt sind, nicht verschwinden kann^ 
und dass auch die neuen Moduln a^i der Convergenzbedingung der t9- Function 
genügen. Ersteres lässt sich folgendermassen beweisen. 

Man setze, indem man die Grössen b^i in ihre reellen und imaginären 
Theile sondert: 

^Ki^M^x = 9^1 (a?i,:F2,... 0:^)4-192(^^1,3:2, ... a?p), 

und nach der Voraussetzung kann (pi für kein von Null verschiedenes reelles 
Werthsyslem der oji, a^^, ... Xj, Null oder positiv werden. 

Wenn nun die Determinante der ß Null wäre, so liesse sich ein von 
Null verschiedenes Grössensystem l^+m^i bestimmen, welches den Gleichungen 
genügt : 

2ßi'Hl,+m^i) = 0. 
i" 

*) Ueber den Beweis der Existenz dieser Zahlsysteme und die Bestimmungs- 
weise derselben vgl. Clebsch und Gordan, Theorie der Abekcheu Functionen. Kronecker, 
y,Ueber bilineare Formen'^ Monatsbericht der Berliner Akademie vom 16. Oct. 1866^ 
dieses Journal Bd. 68. 
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Setzt man hier die Werthe von ß^^ aus (7.) §. 1 ein und trennt das 
Reelle vom Imaginären, so ergeben sich die beiden Gleichungen: 

i fi '^ fi '^ ^ ^ 

Multiplicirt man diese Gleichungen mit^a^*"^!»^, ^o^^ly und summirt in Be* 
zug auf hy so folgt wegen (18.): 

(26.) (p,{i:o[f'^m^,..,2o^^m^)+(p,{£ö\^U^,...i:o^H^) = 0. 

r r' A* /* 

Diese Gleichung kann aber, in Folge der Ober (pi gemachten Voraus- 
setzung, nicht anders bestehen, als wenn 






fflr A = 1, 2, . . . /? verschwinden, so dass aus (25.) folgt, dass auch: 






verschwinden mflssen. Das aber widerspricht der Bedingung S = ± 1 , denn 
unter diesen Voraussetzungen würde S verschwinden müssen. 

Es kann also kein den gestellten Bedingungen genügendes Zahlen- 
system ify a nach (7.) ein System CoefGcienten ß liefern, dessen Determinante 
verschwindet. Daraus folgt auch die oben behauptete eindeutige Bestimmbar- 
keit der Grössen a^x durch die b^x. 

Es ist femer der Nachweis zu führen, dass die Function 

für alle reellen Werthe der x einen negativen reellen Theil hat, der für 
kein von Null verschiedenes Werthsystem verschwindet, wenn die Grössen 
a^x ^^^ obigen Bedingungen gemäss bestimmt sind. 

Man bestimme zu diesem Ende ein complexes Grössensysteip y 1^1/7^ — Ifp 

aus den Gleichungen: 

(27.) X, = ^ß^>y,. 

Aus der Definition der Grössen k^^ in (IT.) ergiebt sich dann leicht die 
Gleichung: 

(28.) V^i(a?i , 0:2 , . . . Xp) +«>2 (a?i, Xa, . . . Xp) = 22hf^^yhXf, . 

Setzt man hierin: 

yh = y'h^-iyh. 
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SO folgt aus (27.) 



^^^■^ I = J!Wy'H+ßry^\ 



(30.) {'^' «T*^ **" 

woraus leicht die Relationen hervorgehen: 

(31.) |:(*}->"/3r-Är7^''n = 0, 

Die Gleichung (28.) liefert nun durch Trennung des Reellen und Imaginären 
mit Hälfe von (29.) 

Diese Gleichung aber geht mit Benutzung von (31.), (29.), (30.) Aber in 
folgende : 

(32.) rp,{x,,x2, ... X,) ^ ^^b'Hi{yhy\+ylyl) = fpi(y\,y2','''yp^^^ 

Damit ist der Beweis geföhrt; denn in Folge der aber (pi gemachten 
Voraussetzung kann die rechte Seite niemals positiv werden noch auch Null, 
es sei denn dass sSmmtliche y'^ y** und mithin sämmtliche x verschwinden. 

Ich schliesse hier den Beweis eines Satzes über die Function f an, 
von der später Gebrauch zu machen ist. Die Function 

möge durch die Substitutionen: 

(33.) ip, = i:/?f>«, 

Obergehen in: 

(33°.) F(«, ,«,,...«,,) = -S-? C,i «,«, . 

Hit Rflcksicht auf (16.) und (7.) §.1 erhält man: 

(34.) C«, = ^^£a\'\^^+ _^^^6^,„w 4^) = ^-S«PV^'' 

Journal für Mathematik Bd. LXXIV. Heft 1. 9 
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und folglich 

(35.) F(ii|,u„ ... ti^) = Xi:i:i:a\'^u,Q\'^ux+YXrri:i:b,,i:a^''^u,i:a\^^Ui. 

Daraus geht hervor, dass für reelle Werlhe von tii, tij, ... Up die Function 
F einen wesentlich positiven reellen Theil besitzt, dass derselbe aber für ein 
von Null verschiedenes reelles Werthsystem der u verschwinden kann, falls 
die Determinante 

verschwindet, aber auch nur unter dieser Voraussetzung. 

Auf dieselbe Weise Ifisst sich mit Hülfe der Formeln (16.), (24.) zeigen, 
dass die Function /(t^i, its, ... tr^) für reelle Werthe von w einen reellen 
Theil besitzt von gleichem Zeichen wie der der Function 2!2!a^xfc^fCi, woraus 
dann folgt, dass die Functionen /*(«?!, 1^2, ... w^) und F(ti|, tfj, ... ti^) für reelle 
Werthe resp. der w und der u reelle Theile von entgegengesetzten Vor- 
zeichen haben. 

§. 3. 

Die Schwierigkeit besteht nun in der Bestimmung der Constanten T in 
der Gleichung. (14.) §.1. Setzt man zu diesem Ende in (14.) für die ^- 
Functionen die unendlichen Reihen ein, ersetzt tii, tij, . .. ti^ durch ftii, iu2^ --.tUp 
und dem entsprechend tri, tri, . . > Wp durch ttTi, tt(?2 9 • •• if^p, so Ifisst sich 
der Gleichung Jolgende Form geben : 

y +• gV ("0 S) — »p ; *ii *«i ••• */>) 

l ^n^»> ••• ffp 

A„ />„... hp 

worin zur Abkürzung gesetzt ist: 

lip = -fitVi^W2^... Wp) +(p{hi^lh^ ... hp) + 2ii:hitOi—ii:€i(Ui+i€in)^ 

j '^ i i 

V '^ X A 

wenn man die to nach den Formeln (6.) §. 1 durch die u ausdrückt. Da- 
durch geht ip über in : 

(3.) »// = -F(ti,,ii,,...ii;) + (p(AMA,,...A^) + i2:t^X22:A,/?i'>~f.0-i^^ 

Setzt man zur Abkürzung: 

y/ = ifß{ui + m,7i,U2 + nh7i,...Up + m^7i, Ai, A^, . . . A^), 
V'" = V'(«mW2, ... ti^,Ai + /i, A2 + /i,... A^ + /^), 
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worin : 

(4.) 4 = ^m,aü^ 

und die Grössen m beliebige ganze Zahlen sind, so ergiebt eine leichte Rech- 
nung, dass y^" sich von t/^'nur durch ein Vielfaches von 2m unterscheidet, also: 

(5.) xp'-ip" = 2Lm, 

wenn L eine ganze Zahl bedeutet. 

Es soll von nun an zuerst die Annahme gemacht werden, dass die De- 
terminante 

(6.) cT = -r+ai'>ar...a,V'^ 
nicht verschwinde. 

lutegrirt man dann die Gleichung (1.) nach allen u zwischen den 

Grenzen und n, so fallen rechts alle Glieder heraus, in denen nicht sämmt- 

liehe h gleich Null sind, und man erhält: 

(7.) Te*^ TiP =- 2;±Z J J .J e"^ du,du^,..du^. 

Setzt man nun in der Summe der rechten Seite: 

(8.) Ä, = 2:m,a{*> + Ä,, 

so erhält man, wie weiter unten gezeigt werden soll (§. 6), alle möglichen 
Zahlensysteme Ai, A29 • • • Ap und jedes genau {ßy'^ Mal, wenn man die 
m^, 1712, ... fnp alle Zahlenwerthe von —oc bis +^? und die A|, A^, . . . ^^ 
von einander unabhängig je ein vollständiges Restsystem nach dem Modul S 
durchlaufen lässt und unter iß) den positiven Werth der Determinante 8 ver- 
steht. Die Anwendung der Gleichung (5.) auf (7.) ergiebt demnach: 

eine Gleichung, die wegen der im vorigen Paragraphen bewiesenen Eigen- 
schaft der Function F(tii,ti2) ... ti^) statthaft ist, in welcher sich die Summen 
nach den ^1,^2^ ... l^ je auf ein beliebiges vollständiges Restsystem nach 
dem Modul d erstrecken. 

Die in (9.) vorkommenden Integrale können nun ausgeführt werden 
mittelst eines Satzes aus der Theorie der bestimmten Integrale. 

Es sei: 

(10.) /(a?i,a^,...a?^) = ^^a^^x^xi 

9» 
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eine Funclion, welche fflr reelle Werlhe der Veränderlichen x einen positiven 
reellen Theil hat, der für kein von Null verschiedenes Werthsysteni der x 
verschwindet. Man hat dann: 

wenn man die Grössen n^ durch Auflösung der linearen Gleichungen bestimmt: 

(12.) ix' in,) = m,. 
Es bedeutet darin D die Determinante der Function Xf ^^^o: 

D = -2* + «u «22 . . . öpp . 

Das Vorzeichen der "Wurzel wird auf folgende Art bestimmt: 
Man setze: 

^i = «iM A = -2'±a„«22, ... i)Ä = -2±«iiÖ22...«ÄÄ, ... Dp=^D; 
dann muss in der Formel (11.) gesetzt werden: 

wo rechts die Wurzeln alle so zu nehmen sind, dass die reellen Theile positiv 
werden. Diese Bestimmung des Vorzeichens ist unter allen Umständen völlig 
unzweideutig; denn nach den über / gemachten Voraussetzungen kann keine 

4 

der Grössen D,, 1)2, ... Dp verschwinden, und keine der Grössen yp, 

1 

TT ^ • • • "n^ ^^^^^ ""^ negativ sein. 

V^ Dp 

Diesen Satz kann man nun anwenden auf die Formel (9.), wodurch 
man folgenden Ausdruck für die Constante T erhält: 



worin das Vorzeichen zu bestimmen ist mittelst der Gleichung: 

wenn die reellen Theile der Wurzeln auf der rechten Seite positiv genommen 
werden, und gesetzt ist: 

(16.) -^, = Ch, ^,=^±c,.c,2, j,=:s±c,,c,,...c,,, Jp=J=^^±CnCn.„Cpp. 

Die Grössen C^ sind in (34.) §. 2 angegeben. Endlich hat man noch die 
Coefficienten », zu bestimmen aus den Gleichungen : 
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oder eatwickelt: 

(17.) ^^ßiM'^n, = m^A,/3<'>-i^i€,. 

Die Auflösung^ dieser Gleichungen ergiebt : 

(18.) «, = ^*(2;i,(yr-i-Z2;«{'>e,<n*>), 

wo die Grössen ö^"^ die Unterdeterminanten ron d sind. Substitairt man 
diese Ausdrücke in (14.), so folgt mit Benutzung der Relation: 

(19.) 2:/?}*>(y}*> = 2:/3pMj*>, 

die sich aus (17.) §.1 ergiebt: • 

(20.) ( ' - '^j'^-^'y-'" 

Es haben wie in (14.)) auch hier die Aj, ^, ... l^ je ein voUstfindiges 
Restsystem nach dem Modul d zu durchlaufen. 

Die in (20.) vorkommende Summe Idsst sich nun zunächst für den 
Fall eines ungeraden J auf die Form der Summen bringen, die ich in meiner 
Abhandlung ,,aber die mehrfachen Qau88\SQ\ien Summen^^ behandelt habe. 

Man schliesst leicht aus der identischen Gleichung: 

auf die Congruenz: 

SZdf^ p(*) -2: (y[*> B, = (mod. 2) 

und daraus unter der Voraussetzung eines ungeraden d\ 

(21.) f, — 2:2:(>[*>c)f>öJ*^ (mod. 2). 

In der Formel (20.) dürfen nun für die 6 die Werlhe auf der rechten Seite 
der Congruenz (21.) gesetzt werden. 

Macht man diese Substitution in (20.), so ergiebt sich: 

(22.) I. . 

A|) «5, ... tp 
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Da nun nach der Voraussetzung d ungerade ist, so lassen sich immer 
zwei Zahlensysteme tn^x^ y^i bestimmen, so dass: 

(23.) U ' ^' ^'^' 

m 

Substituirt man dies in (22.) und beachtet, dass 

immer eine gerade Zahl ist, so nimmt (22.) folgende Form an: 

worin jedoch zu setzen ist: 

(25.) «,= oder =^2:(»l*><n*^ajf> (mod. 8). 

Die Summe in (24.) kann nach den in der erwähnten Abhandlung ge- 
gebenen Regeln bestimmt werden. 

Diese Betrachtungsweise ist nicht mehr zutreffend in dem Falle, wo 
d eine gerade Zahl ist. Für diesen Fall kann man folgenden Weg ein- 
schlagen, der auch fär ein ungerades d noch gallig bleibt. Man kann unter 
allen Umstfinden ein Zahlensystem /^i, 1^2^ ••• f^p bestimmen, das aus den 
Zahlen 0, 1 gebildet sein kann, welches der Congruenz genügt: 

(26.) €, = aW/ii+a<.'\u,+ -' + o^\up (mod. 2), i = 1,2,. . . p. 

Um diese Behauptung zu beweisen, setze man 

(27.) .u, = eI'>v,+ yi^V,4--+(>?'^^ (mod. 2) 

und fähre zur Abkürzung die Bezeichnung ein: 

SO dass 

(28.) [k,i] = [i,kl [«,»] = f. (mod. 2). 

Demnacli erhält man zur Bestimmung der Zahlen v folgiende Congruenzen, 

modulo 2: 

[l,l]n+[l,2]i',+ ... + [l,p],', = [1,1], 

(29.) ( t2. ll^'+t^, 2]v,+ -+{2,p]v^ ~ [2, 2], 
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Es ist nachzuweisen, dass diese Congruenzen unter allen Umständen gelöst 
werden können; denn sind diese gelöst, so sind (27.) die Lösungen von 
(26.). Man kann annehmen, dass eine der Grössen [1,1], [2,2], ... [p^p]^ 
etwa [1, 1] ungerade sei; denn sind alle diese Grössen gerade, so sind diß 
Congruenzen (29.) erfflllf, wenn sämmtliche v gerade Zahlen sind. 
Ist also [1, 1] ungertde, so setze man 

(30.) V, = [l,2]i/,+ [l,3]v,+ ... + [l,p]v,+ l, 

wodurch das System (29.) übergeht in folgendes: 

([2,2] + [l,2])v,+([2,3]+[l,2][l,3])v3+- + ([2,ri+[l,2][l,p]^, 

= [2,2]+[l,2], 
(31.) 

fe2]+[^l][l,2])v,+ ([p,3]+[p,l][l,3])i/3+.-.+ {[p,pmi.p])yp 

= [p.ri+[i,ri. 

Die Lösungen von (31.) zusammen mit (30.) geben die Lösungen von (29.). 
Es ist aber (31.) von derselben Form wie (29.); nur enthält es eine Con- 
gruenz und eine Unbekannte weniger. Der Beweis ergiebt sich demnach durcii 
den Schluss von p—i auf p, da eine Congruenz wie 

lP> P] ^P = [Py p1 («nod. 2) 
stets lösbar ist. 

Hat man diesen Bedingungen gemäss die Grössen ^i, //2) ••• f^p be- 
stimmt, so setze man in (20.) für die 6|, £,, ... b^ die diesen nach (26.) 
congruenteu Ausdrücke, wodurch man erhält: 

fit 

also eine Summe, die nach §. 10 der Abhandlung über die mehrfachen Gauss- 
ischen Reihen bestimmt werden kann. 



§. 4. 

Es ist vielleicht nicht ohne Interesse, die Anwendbarkeit unserer Me- 
thode an einem Zahlenbeispiel zu zeigen. Wir beschränken uns dabei auf 
zwei Veränderliche und wählen für das Zahlensystem (>^ a^ r, s folgende Zahlen : 
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aj'> = 3, a{»> = 8, 

o|'> = -20, aP> = 7, 



9?' = 22, pP) = 56, 
pj'> = -124, (»J'' = 43, 



,(') = 4, ,p) = 4, 



r<') = 29, ff > = 28, 
r<'> = -124, ff> = 6, 



welche, wie man leicht sieht, den Bedingungen <tes §. 1 genägen. Die De- 
terminante ^ ist eine ungerade Primzahl: 

d = 181. 
Es ist ferner: 

«,^0, «2^1, «1^0, «i^O, (mod. 2), 

und nach der Bestimmung (25.) in §. 3 ist 

*, ^2, «2^7 (mod. 8). 
Femer ist 

-S(J{*V{*> = 1274, 



A 



^(j(/V(*) = ^ jj*y/> = -8, 
2:(nv^ = ii2i. 

Danach erhalt man für die Grössen y (§. 3) 

(J<*>p{*>*{*>^ = -1 (mod. 8). 



h k i 
Es ist jetzt die Summe su bestimmen: 

wo li , I2 ▼on einander unabhängig je ein vollständiges Restsystem nach dem 
Primsahlmodul 181 sa durchlaufen haben. Die Determinante D der quadra- 
tischen Form im Exponenten hat den Werth: 

Z) = -9412 = -52.181, 
ist also durch 181 theilbar (was übrigens eine allgemeine Eigenschaft aller 
der hier in Frage kommenden Reihen ist). Die Summe S ergiebt sich also 
mich ^§.4) der cilirlen Abhandlung über die mehrfachen GuMstischen Summen: 

(S-)-(|^)=Q=-(?)=-(l)=(l)='. 

abo 

S = 181<. 
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»Ijfi also: 



iVoneln im Zihler sind positiv sa nehmen, }fJ so, dass der reelle Theil 
iv wird *), 

Nach (34.) $. 3 ist: 

7m 

ich: 

•4(1+0 



T = 



y-(Ä'W^-Ä'W>) 

alle für die Transformation nothwendigen Formeln zusammenzustellen, 
I wir noch an: 

m/9{'>= 22m+36„-206„, m/^> = 56m+86.,+76„, 
niß^^ =-124m+3A,.-20Ä„, mß^^ = 43m+86„ + 76„; 

*<■)= 297i»+46u-206„, *P> = 28m+46a4-6«, 

*J'> = -124m+46„-206„, *J'>= 6m +46,,+ *«; 

ind also die Moduln der neuen •^-Function gebrochene Functionen der 

iln der ursprflnglichen, deren Zähler und Nenner vom zweiten Grade sind. 

ch hat man noch: 

_ 1121»w+i816„ 

"" - -„•(/S(;)/j(»)_/sn)/S(')) •> 

- 8m -18t 6,. 

_ i274m+1816„ 



) Diese Bestimmungsweise trifft nur im Falle zweier Veränderlichen allgemein 
enn das Product aus zwei Wurzeln mit positiv reellem Theil hat, wenn die 
en unter dem Wurzelzeichen selbst positive reelle Tlieile besitzen; selbst einen 
ren reellen Theil (vgl. §.3). 
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«iUca wir folgern 



»" = -tL. rr = i 
■ äesB Ijaum ii^ i m mc:w%L Es i^ 



iL 



r\ 



•fiit-i^K -"■*■. 
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Diese zerfBüt aaeh §.10 meioer Arbeit aber die mehttneh^ Gaussischen 
Summen in die beiden folgenden: 

^:(53A*-70Aj;i,-277r,) ^(4.53AJ-2.70Ä,Ä,-277iJ) 



Nach §. 3 der erwähnten Abhandlung zerfällt jede dieset" tiumtiien in das 
Product von drei anderen. Wenn man sich der dort gebrauchten Bezeichnung 
bedient, und die Coeffieienten in der quadratischen Form der Bx|ranetaten auf 
ihre kleinsten Reste nach den betreffenden Moduln reducirt, so ist-' die erste 
der obigen Summen: 



-t.|_;;:;((4,4).,j_;;:;j(3.3,.,|j;:^ä}„M„, 

die zweite: 

Nach den §§. 4 und 9 der citirten Abhandlung ist aber : 

</>!(,; _J (4, 4j = 8(l-i), 

Demnach ergiebt sich der Werth von T . 

j ^ »TO + 



'....« 



wo die Wurzel im Nenner mit positivem reellem Theil zu nehmen ist. 

§5. 

Es bleibt noch der Fall zu erledigen, wo die Determinante d der 
Zahlen a den Werth Null hat. Das Problem reducirt sich dann, allgemein 
zu reden, auf ein einfacheres, d. h. auf die Bestimmung einer Suqime von 
minderer Yielfachheit. 

10» 
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Es Ifisst sich in diesem Fall ein Zahlensystem e^*^ bestimmen, mit der 
Determinante +1, welches die Eigenschaft hat, dass 

(1.) 2:eji*>ai:> = Ai'\ 

^i*> = 0, falls q<:k<:p, 
und die Determinante 

D = ^±A['^A^\..Al'^ 

von Null verschieden ist. Hierin ist q eine von der Natur der Zahlen a ab- 
hängige unter p gelegene Zahl. 

Ferner Idsst sich ein zweites Zahlensystem g^^^ bestimmen, dessen 
Determinante ebenfalls + 1 ist, mit der Eigenschaft: 

(2.) JSAi'^gi'^ = ai*^ 

ai*J = 0, falls 5f<Ä<p, 
so dass die Determinante 

nicht verschwindet*). 

Es sollen in der Folge mit [ei*^]^ j^«^*'] die Unterdeterminanten der 
Determinanten : 

bezeichnet werden, ferner mit d^^^ die Unterdeterminanten von d und eine 
Summe, die sich nur auf die Indices 1, 2, 3, ... 9 erstreckt, mit JS'. 
Man setze ferner: 

WO das obere oder untere Zeichen gilt, jenachdem die Determinante ^+^i'^^.f\..^^^ 
den Werth -fl oder -1 hat. Aus den Gleichungen (18.) §.1 ergeben sich 
dann leicht folgende Relationen: 

(5.) 2: (]?,('> ^[*>-Äj*MJ'>J = 0, 
also: 

(6.) 2:^('>ÄJ*> = k 



*) Der Beweis dieser Behauptunf^ sowie die Bestimmungsweise der Zahlensysteme 
e, g wird weiter unten (§. 6) nachgetragen werden. 
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Aas der letzteren Gleichung folgt mit Rücksicht auf die Definition yon^{^^i^*>: 

(7.) i:e^U, = (mod. 2) k>q, 
und ebenso aus (1.)^ (2.)? (4): 

(7'.) 2: ^?> 6, = 2; A^^Bi'^ = -f ' ai*> b^^\ (mod. 2) k^q. 
Aus (5.), (6.) erhält man mittelst (2.) und (4.): 

(8.) 2:'(ar>6W-a?^6(^>) = 0, 

also: 

(9.) ^'ai'-n^^ = k>q, 

woraus weiter folgt: 

(10.) 6J*> = Ä>y, /^y. 

Es lässt sich ferner nachweisen, dass die Determinanten: 

(11.) -2:±ficv/^..i5^\- ^±b^'^,'K..bir^ 

von Null verschieden sind. 

Es folgt zunächst aus (19.) §.1: 

(12.) 2:m'si^' = e.^-> i>q. 

n 

Wenn nun ein von Null verschiedenes Zahlensystem m^+i, . . . m^ existiren 
wärde, so dass 

so müsste in Folge der Gleichungen (6.) diese Gleichung fflr alle h erfftUt 
sein, und aus (12.) würde folgen: 

m,^,eJ;\ + - + «»peW = 

für alle fi, was gegen die Voraussetzung ist, dass die Determinante der e 
den Werth +1 habe. Es verschwindet also nicht die erste Determinante (11.). 
Ebenso lässt es sich von der zweiten Determinante zeigen, wenn man die 
aus (12.) folgende Gleichung benutzt: 

(13.) £ bY'^gfer = e^\ 
Man mache nun in der Formel (1.) §.3 die Substitution: 

wodurch die Function rp übergeht in folgende: 

IV^(iii, Wj, ... Upyhi^h2^ ••• Ap) 
= 1)(r„r„...r,,A,,A„...Ä,) + t- 2: rK22:i»ßi^-^6f'>e,), 
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worin: 

l t k % t 



vi 

(16.) 1^^^ = ^-SA^'>f e?>/^f> 



i 



6,..4r>^(^>+-i.^^.?'>fi<'>. 



(;ii)' TT *• * ' ' nii 

Wenn man jetzt wie froher die Formel (1.) §. 3 nach sftmrotlicben 
«I, «2, ... Op zwischen den Grenzen und n integrirt, so lassen sich links 
die Integrationen nach e,^.i, . . . e, ausfahren, und sämmtliche Glieder geben 
den Werth Null mit Ausnahme derer, fOr die: 

(17.) £h&^-Ze^U,^0 l>q 

k % 

ist, die bei jeder Integration den Wertb ^ ergeben. Es folgt daraas un- 
mittelbar : 

(18.) r^i^c ' ^ ^ Z I I I ^d^,d^...df>,, 

'^ () C) 

worin die Summe rechter Hand Ober alle ganzzahligen Werthe der Ai, ^2, ... A, 
zu erstrecken ist, die der Bedingung (17.) genügen. 
Setzt man 

(19.) A, = h^rm,A^^ 

und nimmt an: 

(20.) Ze\'U,^0 l>q, 

was wegen (7.) freisteht, so reducirt sich die Bedingung (17.) auf: 

(21.) Zk,B^^ = l>q. 
Endlich setze man: 

so dass jedem ganzzahligen Werlhsystem der h, i. ein ganzzahliges Werth- 
system der (, /u entspricht und umgekehrt. Dann folgt aus (19.) 

(22.) i'* = /**+-?'"»*<»*' *^9, 

und die Bedingung (17.), (21.) wird wegen der Eigenschaften der Grössen 6;^'^^: 

(23.) A*,+i = 0, ^,+1 = 0, ... fif=0. 
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Mao erhält also alle in 4er, Formel (16.) vorkommenden Zahlensysteme 
A|, A2, . . . hpy und jedes (rf)*""' mal (unter (rf) den positiven Werth von d 
verstanden), wenn man für mi, m,, ... m^ alle möglichen ganzen Zahlen setist, 
und fi^^ ju^, .:. . .|C/^ je ein volistflndiges Restsystem nach dem Modul if durch- 
laufen lässl*). * 

Nun . hat d|e Function p die Eigenschaft, wenn man für A,, A2^..•.«^ 
die Werthe (19,1 s^zt, dass 

ein ganzes Vielfaches von 27ii ist, und demnach geht die Formel (18.) iK 
folgende Aber: ' ' ' 



(3y 



• —OD — flO ^ OD 



vrorin die Werthsysteme, welche die A^, A,, ... ^^ zu durchlaufen haben, in 
der oben angegebenen Weise zu bestthiAett T§i^. , 

Die Integration Ifisst sich in derselben Weise wiie in $. 3 ausffiÜMn, 
und ttiati efbUf !* 



'1 a , • • 



*1» *»» *•• *w 



lt. '»► 



^' bedeutet die Determinante der Function f, und das Vorzeichen der 
Wuftei yj* iM in der Weise zu b^siinimen'4 .wie es in §.3 gezeigt wurde. 
Die Grössen n^ werden durch Auflösung der linearen Gleiobungen bestimmt: 

' (36.). irini) -^€|^>(^4'/3?^-i«i), .;! 

t k 

denen sich leicht mit Rflcksicht auf die Relationen (2^1.) zwischen den X die 
Form geben lässt: ^ . ' 

(27.) 4r^'^i''n,^f^^+i^^^V9^'^h =^ Ö. 



nt i ^ ' " i h 



Sübstituirt man die daraus sich ergei)enden Werthe von n^ in (25.), so folgt 
durch eine Rechnung, die der in §. 3 durchaus ähhlich'ist, für T der Ausdruck: 

*) Vgl. §. 6. 
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(28.) ( ^ ^^'^*'-' 

■X £ e »»I < ^ 

fuftt—fq 

WO jetzt die Grössen /«,, jUj, . • . ^, von einander nnabhlngig je ein yoU- 
stSndlges Restsystem nach dem Modul d zu durchlaufen haben. 

Unter der Voraussetzung nun, dass d ungerade ist, kann m«n wie in 
§. 3 schliessen, dass : 

(39.) £ ef t, = £' £' dfi'H't^ (^'•^ (mod. 2) h<.q, 

% kl 

wie sich ans (7^) ergiebt 

Es dfirfen daher in der Formel (28.) ffir die Sammen J!e[^€i geradesa 

die Grössen auf der rechten Seite von (29.) gesetzt werden; darnach geht 
aus (28.) hervor: 

(30.) ) «»«•Arf)'-'* 



und wenn man endlich die Grössen y^x aus den Gleichungen bestimmt: 

(31.) rdfpbf = m,,d^2r.,, 
so folgt genau wie oben: 

(32.) ''^^/^(if)«^!^ * * f»fh,"^fq^ 

Hier wird nun wieder die Summe nach den angegebenen Regeln gefunden. 
Es sind aber die e jetzt aus den Congruenzen zu bestimmen: 

H # i, = ^'2:'4*^ 61*> ai'> (mod. 8) l^q, 
i;e¥>B^ = (mod. 8) l>q. 



Ffir den Fall eines geraden d fährt auch hier der in §. 3 eingeschlagene 
Weg zum Ziele, wie man ohne besonderen Beweis äbersieht. 
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§. 6. ' 

Es ist oben von zwei Sätaeen Gebrauch gemacht worden, die sich auf 
Systeme linearer Gleichungen mit ganszahligen Coefficienten beziehen, die 
vielleicht *in dieser Form nicht bekannt sein dürften, und deren Beweise daher 
hier kurz nachgetragen werden sollen. 

Der erste dieser Sätze, von dem in §. 3 und §. 5 eine Anw^ftdunif 
gemacht wurde, lautet: 

Wenn ein System linearer Gleichungen vorliegt: 

(1.) k = m,o^'^ + mM'^ + - + mpa^^ + X,, f=l,2,...p, 

dessen Determinante: 

(2.) d = :s±a['^ai'K..a^^ 

von Null verschieden ist, so erhält man jedes Zahlensystem A^, A2, ... h^ 
und zwar jedes (J/~~^mal, wenn man für itix, m2) . . . iTip alle möglichen ganzen 
Zahlen setzt, und ^i, ^29-- - ^p von einander unabhängig je ein vollständiges 
Restsystem nach dem Modul J durchlaufen lässt. 

Zu diesem Beweise bemerken wir zunächst, dass es gestattet ist, für 
die m jede beliebige Substitution mit der Determinante +1 zu machen, de&it 
was von den m gilt, gilt auch von den dadurch neu eingeführten Zahlen und 
umgekehrt. 

Setzt man also; 

mx = ^i, m2 = /h4"'^n '^3 = 113, ... ffip^Up, 
was, wenn r eine beliebige Zahl ist, eine Substitution dieser Art ist, so geht 
aus (1.) hervor: 

(1«.) A, = i»i(ar> + r(TP>)+«2of^ + -- + «^a}?>+A,. 
Man schliesst hieraus, dass man das System der Coefficienten des Systems (1.): 

o[^ o?\ . . . a[P^ 
O2 , O2 , • . • O2 



(3.) 



dadurch verändern darf, dass man zu irgend einer Vertioalreihe eine mit einem 
beliebigen Factor multiplicirte andere Verticalreihe hinzofflgt, wodurch auch 
die Determinante S nicht geändert wird. 

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens lässt sich das System 
(3.) auf die Form bringen: 
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A,, 0, 0, ... 

A\'\ ^, 0, ... 

(4.) \AP, A^\ ^3, ... 

J(0 ^O) ^0) J 

p ' f> ' p 9 • * • /» • 
Die Zahlen A^^ ^29 ••• ^p findet man nach dem Algorithmns des grössten 
gemeinschaftlichen Theilers von einem System Zahlen, so dass A^ der grOsste 
Theiler von a{*\ (^P, . . . o{p^ ist. Es wird dann auch : 

vroraas folgt, dass keine von den Grössen ^, , A2, ... A^ venchwinden kaaa. 
Unser Satz ist also nur noch zu beweisen fQr das System: 

Äi = li+Aittti^ 






Setzt man hierin, indem man unter (i^ , ()2 , . . . Pp_i vorlSofig nnbestimmte 
Zahlen versteht: 

m2 = ^3---^p«2 + (>29 

(5.) 



'p -/>9 

b 



SO geht das System (1*.) über in folgendes: 

Ai = li + AiQi + AiA2...Af,ni^ 

Ih ^ *2 + ^rVl + ^2(>2 + ^^*^^2...^p%+^2-43-..^p«2, 

Hält man zunächst die Zahlen (>|, (^2^ ••• 9p--i f^^l? so kann man für jedes 

Zahlensystem A(, Ai, ... A^ eine Lösung des Systems (1^) finden, wenn man 

Xi aus einem vollständigen Restsystem modulo AiA2...Ap, 

A2 "• - - - modulo A2»*^Apy 

Ap - - - - modulo Ap, 
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entniamit. j^lnd für die l bestimmte Resfsysfeme festgesetzt, 00 erhält man 
aacfa nur je eine Lösung; denn gäbe es eine «weite «i{, m^, ... n^, deneii 
die Werthe l'i^ X'2^ ... X'p entsprechen, so wftrde daraus folgen: 

= i'i-i''i + AiA2...Ap{ni'-n'i)^ 



=> lp'-i.'p'^ÄpAiÄ3...Ap{ni'-n\) + '^'irAp(npr^np)*y 

also mässte seia: 

li—Xi ^ (^okoi. AiAz».»Ap)^ 

X2 — ^ ^ (ipod. . A2...Ap)y 



i-p—i-'p E^ (mod. Ap)^ 

daraus folgt ^i^K nnd ferner ni^Ui. Bat man nun alle Zahlensyste^ia % 
so ergeben sich nach (5.) daraus alle Zahlensysteme m, wenn man 

(fi ein vollständiges Restsystem {moi. A2 A3... Ap)^ 

(>2 - - - (mod. A3...Ap)^ 
I 

Qp-i - - - (mod. Ap) 

durehlaufeB Iftsst. Dann erbfllt man aber jedes ZahlMsystem Ai^ A^^ ... k^ 
in A2.Al.Al...A^^ verscbie^leiien Darsteilungeii. 

Lftsst man min alle X Restsystettie naeh dem Modul d dorehiaiifei^ a« 

durchläuft 

Xi ein Aestsystem mödulo j4| ^2 • • • ^p > 

X2 Ai Restsysteme mödulo Ai^.-Ap, 



Xp A1A2... Ap^i Restsysteme modulo Ap . 

Man erhalt also dann jedes Zahlen^stem hi\ A^, ... hp in 

Ar'A^2^'...AjZ\ = (cJ)'^' 
verschiedenen Darstellungen, womit der am Eingang ausgesprochene Satz be- 
wiesen ist. .. . ^. . . ^ . . . • • ■ .,,..; ■; . •; 

Eine geringere Anzahl Darstellungen eines jeden Zahlensysteins A| ^ ^^ . h^ 
erhält man auf folgende Weise: 

£s seien .(^1^^^ diQ Uqterdp{eri9iaanten von (J, und: ^ 

Wo fjii der grOsste gemeinschafttiche iPheiler von ^^ Sit\ • « • ^ i^ 

11* 



// 
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Setzt man dann in dem System (1.) für tnx, n^^ ... m^ alle raöglickeB 
Systeme ganzer Zahlen, und ISsst ki^ in^ . . . Ip je ein vollständiges Rest- 
system durchlaufen resp. nach den Moduln Ji, Jj^ • • • ^p, so erhält man alle 
Zahlensysteme A^, A2) • • • hp und zwar jedes in 

s 

verschiedenen Darstellungen. Es sind natOrUch immer, wenn es sich um die 
Anzahl der Darstellungsweisen handelt, die absoluten Werthe zu verstehen. 

Der zweite der oben erwähnten Sätze, von dem in §.5 Gebrauch 
gemacht ist, lässt sich so aussprechen: 

Wenn die Determinante J des Systems (1.) verschwindet, so kann 
man, indem man für f?i|, m^, ... m^ Substitutionen mit der Determinante +1 
macht, dals System (8.) der Coefficienten auf die Form bringen : 

A['\ A?\ . . . A['\ 0, ... 

.^^ ,A^\ AP, ... A^\ 0, ... 

(6.) { 

Und wenn man auch fOr die &i , Ih^ . . . hp lineare Substitutionen mit der J)o^ 
terminante +1 macht, so erhält man neue lineare Gleichungen, die mit den 
gegekenen äquivalent sind, deren Coefficienten in dem Schema enthalten sind: 

a['\ ar\ . . . oi«>, 0, . . . 
ai'\ ö.p, . . . ol*\ 0, ... 



(7.) / aV>, <>, . . . a^t>, 0, . . . 
0, 0, ... 0, 0, . . . 



0, 0, ... 0, 0, ... 0. 

Die erste Operation entspricht der wiederholten Addition von mit passenden 
Coefficienten multiplicirten Verticalreihen, die zweite demselben Verfahren mit 
Horizontalreihen. 

Wenn die Determinante J verschwindet, so muss in dem Schema (4.) 
eine der Grössen Ai, A2, . . . Ap verschwiaden, und es sei Ar+i die erste 
dieser Zahlen, die Null isL Es lässt sich dann durch Fortsetzung desselben 
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Verfahrens, durch das (4.) gebildet wurde, dieses Schema in die Form bringen: 

A, 0, 0, 0, ... 

^8 X / Ai'\ A^;\ ....Ar, 0, ... 

-^r-|-l9 ''•r+l? • • • • -^r+l9 ^9 • • • v 

^(0 JC») J(r) J(r+1) 

Setzt man die r+1** Horizontalreihe an die letzte Stelle, was einer anderen 
Anordnung der Gleichungen (1.) entspricht, so erbfllt man ans (8.): 

A,, 0, 0, 

AP, A,, 0, 

(8-0 

^4^ AP, A^r'\o 

Wenn nun von den Zahlen 

wieder eine Null ist, so kann man dieselben Operationen fortsetzen, und ge- 
langt so zu dem Schema der Coefficienten : 

A,, 0, ... 0, 0, ... 

•2^2 9 ^2 9 • • • V, \l, ..." 

(9.) ; A['\ A^, ... A,, 0, ... 

-^9+19 ''*J+19 • • • -'*J+19 ^9 • • • ^ 
"^p 9 "p 9 • • • •'»p 9 "9 • • • ^, 

welches die Form (6.) hat. Gleichzeitig ersieht man, dass die Determinante 

:S±Al'^AP...Al'^ = A,A2...A, 

von Null verschieden ist. 

Es ist nun leicht zu sehen, wie man aus (9.) auf die Form (7.) ge- 
langt durch Addition von Horizontalreihen. Man vernichtet zunächst in der 
^ten Verticalreihe alle Glieder bis auf eines, dann in der q^-V^" alle bis auf 
eines, indem man die 9** Horizontalreihe ganz aus dem Spiele lässt, u. s. f. 



•l( V^<fVr'. kV;' üit t^twiliek vielem Formen der &-FtmeHoti. 

n eiaer speeielien Fom (7.): 

fl,, 0, 0, ... 0, 0, ... 
oi", «,, 0, ... 0, 0, ... 



• • 


• 


• • • 
Uj , ... 


■ • 


• 

0. 

* 


• • 

... 


0, 

• • 


0. 

• 


0, ... 

• • • < 


0, 

• • 


0. 

m 

• 


... 

• • 



0, 0, 0, ... 0, 0, ... 0, 
Damit ist a«ch der Beweis dieses Satzes geliefert 

Zflrich, im Juni 1871. 
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Ueber binare Formen. 

(Von Herrn S. Gundelßtfger in Tttbiogen.) 



JdLerr Hermile hat im Bd. 52 dieses Joarnals, Seite 18 und ff. ge- 
xei^ dass für jede gegebene binäre Form n^^^ Grades 

A^M «2) = /"*) == (01^1+02X2)" = a* = a; = . .. 

eine endliche Anzahl von Covarianten existirt, durch welche alle übrigen 
Formen von f sich rational ausdrücken lassen. Ein besonders ausgezeichnetes 
System solcher Coyarianten ergiebt sich, indem man in f(yi^ tfz) an Stelle 
von ^1 und 2^2 neue Variable ^1 und ^2 durch die Formeln 

(1.) Ayi = ^t^i-^^i:^^ ^»»=^i^^+^«i-^ 

einführt. Man bekommt dann eine Gleichung von der Gestalt 

worin wir a^ und a,, ßi und /?2 etc. die symbolischen Coefficienten von 
^(^1 9 ^2) bedeuten lassen und also 

annehmen. Jede Covariante und Invariante von fiyi^yi) ändert sich nun durch 
die lineare Transformation (1.) nur um eine Potenz der Substitutionsdeter- 

minante -7-- Setzt man in der Gleichung, die dieses ausdrückt, 2^1 = 0:1 und 

y 2=^X2 (li=/ und ^2 = 0), so findet man alle Formen von f gleich gansen 
Functionen von fy /i, /i, ... f^^ dividirt durch Potenzen von f. 

Dieser von Herrn Hermile gemachten Entdeckung hat Herr Clebsch die 
weitere**) hinzugefügt, dass /,, /j, .., /,, mit passenUien Potenzen von f 



*) V7ir werden im Folgenden die Argumente a?, , a?, auch bei andern Formen 
unterdrücken. 

**) Nachrichten der Kgl. Get. d. Wiss. 2n Göttingen Jahrgang 1870, Seite 405. 
Wieder abgedruckt in den maihematidchen Annalen von Clebsch und Neutnann, 
Bd. UI, Seite 265—267. 
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multiplicirt, sich rational und ganz durch die n einfacheren Formen 
darstellen lassen müssen, wobei tph und Xh durch die Gleichungen 

definirt sind. 

Untersuchungen tkber die Theorie der temiren cubischen Formen, in 
denen ähnliche Covarianten zweier Variablen auftreten, Hessen mich Termutheli, 
dass die f^ selbst, ohne vorher mit Potenzen von f mulliplicirt werden zu 
müssen, rationale ganze Functionen der yjj, und Xh seien, wie dies auch bei den 
durch Herrn Clebsch mitgetheilten Werthen von /s bis fj der Fall ist. In der 
That gelangte ich ohne Mühe zum Nachweise der Richtigkeit dieser Vermuthung, 
indem ich die Covarianten {abf^a;^'^;-''^ und {abf (ac) ii^-'^"* 6;~'* cp* ans 
der Gleichung (2.) bildete und hernach yi = Xi, t/i^^ setzte, indem ich 
somit dasselbe Verfahren anwandte, das oben angegeben worden, um tp^ und 
Xh durch A ^2 9 • • • A auszudrücken. Die ausführlichere Entwicklung dieses 
Gedankens, namentlich auch in seiner Anwendung auf das simultane System 
zweier binären Formen, bildet den Gegenstand der vorliegenden Note. 

Nach (2.) hat man 

Durch die Annahme yi = Xi^ y2 = X2(Si=f,S7=0) wird die linke Seite dieser 
Gleichung identisch mit f^'^^iph» während sich die rechte auf 

+ (- 1)*-' (a!*i) A-M A-.+ i i-if Ci)n) *) 

reducirt. Die letzte Relation geht also Ober in 

(3.) o. o. 

( -(-1)*-(a-i)A+.A-.-(-1)*K *)/^- 

Um eine Recursionsformel fQr f^k+i za bekommen, gehen wir von der 



*) Der Coefficient von l*,— ** in (o/S)«o"j-**/9J-"* Ut: 



Gundelfinger^ über binäre Formen. 89 

erideuten Gleichung aus 

Setzen wir in ihr yi=^Xi^ ^2 = ^29 so wird die linke Seite d6'tselben 
gleich Xk • Z**"^ wd die rechte gleich 

r-'*-' (- 2A A A*_. + (|*)^3 Aa-, - (?> A.-,+ • • • + (I*) A*-iA+ r«+. ) *) ; • - 

es ist daher: 

Diese tetate Gleichnng in Verein mk (3:) liefert das einfacb^e Mittd, 
um /a, /'s, ... /• 'snccessive als ffänze Functfonett der ^a tind Xh darzu- 
stellen. 

Aehnliche Betrachtungen lassen sich aneh noch anwenden, wenn zu / 
eine andere beliebige Fom 9 vom m**'" Grade hinzutritt« 

Es möge (piUi^yi) durch die Substitutionen (1.) flbergehen in 

'worin also der Kflrze wegen gesetzt ist: 

= i (dy df dtp df\ 

9^ ~ m(«- lX«-2)ii' 1 5if Vö», / ** dx]dx^ Vö«, / ö», "*" ^ dx,dxl dx, \^J 

3*9 f 3f V 






Nadi d«r FondnmentaleigemwlMft der Gorarianten ist dsdann fbr jede 
positive ganse Zahl i^«. 



,-2A— i /yi-2X »— 1 



♦) Da r: = l, y:"*y«=0, so hat g5"-**-« in («Ä^(»y)«r VJ-^'^yP den 
Coefficienten 

JonniAl für Mathematik Bd.LXXiy. Heft 1. 12 
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Indem man in dieser Formel yi = Xi^ y^ z= X2 oder Si^f, St^O 
annimmt, wird die linke Seite derselben identisch mit /"^'*'~^ ( A ^)* «ad die 
rechte mit , 

(-l)r^"-*(y*+(2)y.-2/2-(J)y*^,A4---- + (-l)*yA), 

so dasi man hat 

(5.) y*+(2)y-2A-(5)y*-3/3+---+(~i)V7*=('-i)y*-HAy/. 



Vermittelst dieser Recursionsformel kann man die 974 (A^^) stufen*- 
weise rational und ganz durch A /«, /i^ • • • A und (/, y), (^ y)%,. . . (^ 9?)* 
ausdrücken. . Für k^2 uud ir =? 3 hat man z. B. mit Rücksicht auf die b«- 

■ \ 

kannten Werthe von /j and f^: 

■■■•■ 9, = --if.vi+AAy)% 

Wofern ft>>ii^ also etwa gleich n + h ist, gestallet sich die Recursions- 
formel für (p^^ji nicht so einfach, wie in (Ö.). Wir unterdcAcken daher hier 
die Entwicklung derselben und bemerken nur, dass man aladann anstatt von 
der Gleichung (2.) von der im Grunde mit ihr identischen 

V 

ausgehen und die (it + A)^* Ueberainanderschiebung von 

bilden mnw- 

Uebrigens kann man offenbar, ohne die Allgemeinheit zu beeinträch- 
tigen, stets m^n voraussetzen und somit das Theorem aussprechen: 

\8ämmtiithe Conopiaidem ^nd InvariatUen des. simultanen Sffsttins zweier 
beliebiger Formen f und (p eom ii^«° und m*®° Grade {m^M):Janem 'Sid^-.mU 
passenden Potenzen von f multifUdrt^ als rationale gßn^e Function der m+n 
Formen 

f, fi^ v^2, .-. v^fii^ ;fM ;:2, ... /ri^n^ (Ay)^ {fy<p)\ ••• (fyvT 

1: V ■ L«J • L 2 J 

darstellen. 

Ausser den Aniyendungen, die bereits die Herren Hermite und Clebsch 
von den associirfefn Co Varianten gemacht haben, mag hier zum Scbfusse noch eine 
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weitere erwähnt werden. Aus der Gleichung (2.) ergiebt sich nämlich für 
I» = 4 und » = 3 fast ohne alle Rechnung die Auflösung der biquadralischen 
und cubischen Gleichungen in der Form, wie sie von Herrn Aronhold in Bd. 52 
dieses Journals Seite 95 und von mir in Bd. 2 der mathematischen Annalen 
von ;G<^dk «ind JViwMiwi Seite : a72 liidgMt0ltt word^ isfS^j : ; ' ^ ^ 



*) Herr Oebsck, dem ich diese Auflösung mitgetheilt, schreibt mir, dass er die- 
selbe schon seit längerer Zeit kenne und in seinen Vorlesungen entwickelt habe. 



TAbingen im Mai 1871. 



! ■* ■ 
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lieber eine Eigensehall der reciproken Curven. 



(Von Herrn M. Patch in Giessen.) 



Xst die Gleichung einer Curve n^^^ Ordnung gegeben 

f(xi^X2^Xi) = 0, 
und setzt man 

80 ist die Discriminante R dieser Function von X^ fi eine homogene Function 
«(«— ly«"* Grades der AusdrOcke 

Vi = «263—03629 ^2 = Ö361 — »163, 2^3 = 0162—0261: 



R = 



9i 


2g2 


3«, • 





9v 


2g, ' 




• • 




• • • 


9i 

• • • 


»go 


(«-1)5'. 


(»-2.V, • 





»g» 


{n-i)g, . 




• • 




• • • 


»go • 

• • • • 



= sp(yny2,y3), 



und 9)=0 die Gleichung der reciproken Curve. Die letztere erhält man auch, 
indem man aus den Gleichungen 

(> und die Xi eliminirt, d. h. /=0 geht durch die rationale Substitution 
y. = Qf. in (p=:0 über. 

Von der Curve (p = gelangt man zur ursprflnglichen zurflck , indem 
man die reciproke von (p = bildet; dabei ergiebt sich f, roultiplicirt mit einem 
Factor, dessen Bedeutung Plücker nachgewiesen hat. Man kann aber auch 
die fi ffir die pi in (p substituiren ; die dann enlslehende Function vom Grade 
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n(n—if in x mvss ebenfalls darch f theilbar sein, so dass 

Ein solcher Factor M tritt bei jeder rationalen Substitution auf, ohne dass 
seine Eigenschaften nSher bekannt wären (vgl. Clebsch und Gordan y Theorie 
der ^6e/schen Functionen, III. Abschnitt). Für den vorliegenden Fall werde 
ich zeigen, dass das Schnittpunktsystem der Curven 

zasammengeselzt ist aus den dreimal zu rechnenden Wendepunkten der Curve 
/=0 und den Berührungspunkten ihrer Doppeltangenten, woraus auch die An^ 
zahl dieser Punkte folgt. Das Mittel besteht in der Herstellung einer Identi- 
tät, welche die Absonderung des Factors M vom Grade n^{n—2) und seine 
behauptete Beziehung zu f veranschaulicht. Diese Identität beruht auf einer 
Eigenschaft der Discriminante, welche zuerst bewiesen werden soll. 



1. 

Satz. Ordnet man die Discriminante jR nach Potenzen von g^y und 
^i, so ist das einzige GHed von weniger fds zwei Dimensionen 

i¥0 J die Discriminante der Function von l, ti 

Beweis. Zerlegt man die Determinante R in Producte von Partial- 
Determinanten, indem man die drei ersten Colonnen in eine, die 2ii— 5 übrigen 
5n eine zweite Gruppe zusammenfasst, so kommt ein Glied 

gl 2g2 3jfj 

gt 2^ 

»^ i»-t)gi in~2)g, 



(-1) 



fi~l 



9i 



2ff, 



in-2)g, {H-Syg^ 
{n-i)gi <«-2)jr. 



Tor tmd ausserdem ndr Glieder von mindestens zwei Dimensionen iii gr» ond 



*) Eine andere Relation zwischen R und J ist von Joaehmslhßl (Dieses J. Bd. 38. 
p. 371) angegeben und von Herrn Cayley (ib. 34, p. 30) zur Untersucnung der Wende* 
pookte naa Doppeltangeoten benatat worden. 
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Qi. Die niedrigeren Glieder reduciren sich also auf das Product 

^92 3^3 



(-ir-Mii^o^i 




Diese Determinante ist aber (abgesehen von einem nnmerischen Factor) \ 
Prodnct von g^ in die Discriminante von g^2iw""'+g^3iW*^3l+fl'4iW*^Ä*+--+gr,J 

g. 




Multiplicirt man nämUch die t> ZeUe mit ^^, die (ii+t-d)^ mU ^ i 

subtrahirt diese dann von der ersteren, wobei t = 1 , 2, ... »—3 sn nehm* 
so verwandelt sich irgend ein Element i^^ der ii~3 ersten Zeilen in 



2. 

Für a und h wähle ich nun die Durchschniltspunkte von zwei bei 
bigen Geraden aiÄi+a2Ä2 + «3Ä3 = 0, /3jäi+/52ä2+Ää3 = mit der Gera< 
A«i+/2^2+/3*3 = und setze -S'+ «1/32/5 = ^, so dass 

öi = «aA — «3/29 «2 = «3/1— «1/39 Ö3 = ai/i— «2/19 
6i = A/3-AA, 62-ÄA-Ä/3, 63 = AA-A/i. 

yi = ^A^ y2 = ^ A, ya = -4 A . 

Die Gerade /? soll durch den Punkt o? gelegt werden; legt man sie m 
durch einen willkflrlichen Punkt Cy so wird 

/?! == Caa?3— C3 a?2 , A — ^*i"~^i^3) ßy=^CiX2--C2Xi^ bi = Xi{eifi+C2f2+e3fy)'—c/y 

A=ai^ bi+ «2 62+ «3 63 = («1 iPl+ «2 052+ «3«3)(C/1+ «2 A+ ^S A) —A«! <5|+ «2^+ ^^ 
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= iii(«-l)(ciA+...) 



•—2 



Fflr diese Werthe von a und h berechnen wir die Coeffieienten g^^ 

i d 

9i^ 92' Wenn wir dann -^j-^/iC^i^ ^^ ^3) mit ^(a:i, a^j, 0:3), die Hessesthe 

Determinante 2±fnfnfys mit B und durch f theilbare Ausdracke jedesmal 
mit {f) bezeichnen, so erhalten wir: 

fl'ü = A&i,&2,63) = -(«-ljACiA + c,/i + C3/ir+(n. 
^,a=«-ra,/,(6x, 62,63) = i»(cxA+--)'^^(OiA + a2A+05/3) + 

fii fn /i3 A ^1 
fix fn As /2 *^j 

/3I A2 /33 A «5 +(/) 

A A A 

aj 02 «3 
Zu jR übergehend, finden wir: 

Ä = y (yx , y2 , ya) = -4''<-«> <? ( A , A , A) = [(-^'a.x.-Tc, a)"^-'^+ (/)] «> ( A , A . A). 

Endlich wird die Determinante J, welche in den 6^ homogen und vom Grade 

ii(ii-l)-(4ii-6) ist, 

^ = ^'+(/) = (c,A+c,A+c3Ar-^^-^^^^ + (/), 

wenn nämlich J' und D aus J entstehen, indem man resp. ^{(cxA+^A+^sA) 
und Xi fflr 6. setzt. 

3. 

Auf Grund des Satzes (1.) besteht zwischen den jetzt eingefährten 
Ausdrücken, da ^0 und g^ durch f theilbar sind, folgende Beziehung: 

R = A<-'><p{f,,f,,f,) = gog',J+in = -(n^i)f{cJi+-r 
'mnd es ist demnach ^(A^A^A) durch f theilbar, gleich f.M. Daraus ergiebt 
sich weiter: 

{2a,x,:ScJ,)'^--^^M = o{2:c,f,r--'\2a,x:fH'D+{f), 

"WO a ein numerischer Factor, und man kann nun mit (ciA+'"')*^*"*H^i^i+'")^ 

^ividiren : 

{a,x,+ ihX2 + a^x^Y^'^M^aWD-\'{f). 

Aus dieser Identität entnimmt man das Schnittpunktsystem der Curven 
/=0, if=0. Es Uefert nämlich £^ = die Wendepunkte und 2) = die 
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BerähraflfspvBkte 4cr DoppeltaBfnlea tob /; wenn man die nnf der Geraden 
a gelegenen Pvnkte V— n~6^inal in Abzog bringt. Unter den »^(m— 2} 
Schnittpunkten Ton f nnd M beinden sich also die 3n > - 2) Wendepunkte 
Ton f je dreiBal : die tbrigen 

n* n-2 -9n n-2. = n n-2\V-9^ 

Paukte sind die Bernhningspankte der {m 'm — 2] V — 9} Doppellangenten. — 
Xnch Jmeobi ]Bd. 40. pag. 237 dieses Joomals. TgL die Note des Herrn 
Of&fcA, ebeadageftgt Bd. 63. pag. 196) inns6 sich Übrigens ans D dnrch An- 
wendnng der Gleiching f=0 die >'*-«— 6^** Potenz Ton ffiXi-i — ans- 
scheiden lassen, so dass D Ton der Fomi 

wo n TOB Gnie m—Q' ■*— 9 . Daher wird scUiesslich noch 

jr = own~ f. 

Die Fom /7 hat Heir Cm§ky UtA firecte Herleilnng ermittelt (PhU. 
Trans. 1S59. paf. 193\ — 

GicsBca. w Aac«! 1S71. 
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lieber das Problem der drei Körper 

(Von Herrn Otio Hesse in München.) 



I. 

Unter dem Probleme der drei Körper hat man Folgendes zu ver- 
stehen. Drei Körper ohne Ausdehnung, zusammengedrückt auf Punkte, aber 
mit gegebenen Massen erffllit, seien aus gegebenen Anfangslagen in irgend 
welchen gegebenen Richtungen mit gegebenen Geschwindigkeiten in den leeren 
Raum hingeworfen. Auf diese Körper wirke nichts ein, als das Newlansche 
Gesetz, welches sagt, dass die Körper sich gegenseitig anziehen proportional 
ihren Massen und umgekehrt proportional den Quadraten ihrer Entfernungen. 
Es soll der Ort eines jeden Körpers für jede beliebige Zeit gefunden werden. 

So ausgedrückt erscheint das Problem sehr complicirt. Denn es hfingt, 
abgesehen von den Massen der Körper, ab von 18 Daten, von den 9 Goor- 
dinaten der drei Körper in den Anfangslagen und von den Richtungen und 
den Grössen ihrer anfanglichen Geschwindigkeiten, welche ebenfalls durch 
9 Grössen ausgedrückt werden können. In d' Alemberlschen Gleichungen aus- 
gedrückt, welche die hervorgehobenen 18 Daten unberficksichtiget lassen, wird 
das Problem aber einfach. Es hfingt nämlich, wenn man die Newtansche 
Kraft, mit welcher zwei Massen -Einheiten in der Einheit der Entfernung sich 
anziehen, als Kraft -Einheit nimmt, einzig und aliein ab von den gegebenen 
Massen der drei Körper, also von 3 Daten. Und dieses ist im Vereine mit 
der Symmetrie des Problems wohl auch der Grund der grossen Anziehungs- 
Kraft, welche das Problem auf jeden Mathematiker ausübt. 

Die d'*Alemberlschen Gleichungen sind Diiferentialgleichungen , von 
welchen man sich die Vorstellung zu machen hat, dass sie aus den 9 Glei- 
chungen, welche das Problem vollständig lösen, dadurch hervorgegangen sind, 
dass man sie nach der Zeit t diiferentiirt und die 18 Daten eliminirt. Geht 
man daher von den 9 d^Alembertschen Differentialgleichungen aus, so sieht 
man, ohne die Gleichungen selbst aufzustellen, sogleich ein, dass man zur 
Lösung des Problems der drei Körper 18 Integrationen zu machen hat, welche 
die d' Alembertschen Vernachlässigungen wieder einbringen müssen. 

JoutmI mr Mathematik Bd. LXXIV. Heft 2. 13 
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Von den 18 Integralen, welche das Problem der drei Körper verlangt, 
kennt die analytisclie Mechanik nur 10. Sechs davon sind hergenommen aas 
dem Principe der Erhahang des Schwerpunktes. Drei Integrale giebt das 
Princip der Erhaltung der Flächenräume und ein Integral die Erhaltung der 
lebendigen Kraft. Es fehlen darum bis zur Zeit noch acht Integrale. Denn 
das Princip des letzten Multiplicators von Jacobi , welches allerdings ein In- 
tegral aufstellen lehrt, macht Voraussetzungen, die man noch nicht erfüllen kann. 

Auf ein neues Integral kann man dadurch kommen, dass man aus den 

9 ff Alembertschen Differentialgleichungen, selbst mit Zuziehung der bekannten 

10 Integrale, eine Differentialgleichung herstellt, welche für sich integrirbar 
ist ; und in der That lassen sich vielfältige Zusammenstellungen der Art machen. 
Das daraus sich ergebende Integral wird aber nur dann ein neues sein, wenn 
es sich aus den bekannten 10 Integralen nicht zusammensetzen Ifisst. 

Die Untersuchung, ob das gefundene Integral ein neues sei, kann unter 
Umständen wieder auf erhebliche Schwierigkeiten stossen, so dass man wün- 
schen muss, solchen Untersuchungen ganz enthoben zu sein. In diesem Wunsche 
— wohl auch in der vergeblichen Hoffnung einem von den noch fehlenden 
acht Integralen auf die Spur zu kommen — habe ich die folgende Arbeit 
unternommen. Sie bezweckt nichts weiter, als die Lösung des Problems: 

Problem. 

Au8 den Diff^erenlialgleichnngen des Problemes der drei Körper und 
Aren bekannten IntegrcUen symmetrisch gebildete Diff'erenlicUgleichungen abau^ 
leiten, von welchen eine jede auf eines von den bis zur Zeit noch fehlenden 
Integralen der drei Körper führen muss. 

Auf dieses Problem bin ich geführt worden durch das Studium des 
Problemes zweier Körper, dessen Resultate niedergelegt sind in dem Anhange 
meiner Raumgeometrie 2. Auflage , Leipzig, Teubner 1869. Von dort aus 
will ich auch die leitenden Gedanken hernehmen, welche die nachfolgenden 
weiten Entwickelungen rechtfertigen sollen. 

IL 

Das Problem zweier Körper verlangt zu seiner vollständigen Lösung 
12 Integrationen. Da die Principe der Mechanik 10 von diesen Integrationen 
leisten, so fehlen noch 2 Integrale. 

Ich machte daher den Versuch eine Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung in symmetrischer Weise aus den sechs gegebenen Differentialgleichnngen 
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und ihren zehn Integralen zusammen zu stellen, welche die beiden fehlenden 
Integrale umschliessen sollte. Der Versuch missglfickte, wie man sogleich 
sehen wird. 

Ais engeres Problem zweier Körper kann man die Frage nach dem 
Radiusveclor r, welcher die Körper von den Massen m^ und nh und der Ge- 
sammUnasse k^ = M=mi'\-m2 verbindet, als Function der Zeit auffassen; dieses 
engere Problem führt, wie in dem Anhange der oben cilirten Schrift nach- 
gewiesen worden ist, auf die DiiTerentialgleichung (15.) zurück: 

Weiset man noch die aus den bekannten Principien der Mechanik her- 
genommene Constante C^ der Integration zurück, so erhält man durch DiiFe- 
rentiation und Elimination dieser Constante die DiiTerentialgleichung dritter 
Ordnung, welche das engere Problem vollständig löset: 



(1.) = (rT+ 



r' 

Die Form dieser Differentialgleichung, welche leicht verificirt werden 
kann, ist schon eine aus dem Probleme der drei Körper hergenommene. 

Da die Differentialgleichung (1.) von keiner Integrationsconstante ab- 
hängig ist, so ist zu ihrer Herstellung auch keines von den drei Principien 
der Mechanik erforderlich, welches ein Integral liefert. Man kann daher die 
Behauptung aufstellen, dass, während zur Lösung des vollständigen Problemes 
zweier Körper 12 Integrationen erforderlich sind, das engere Problem nur 
3 Integrationen verlangt. 

Zwei erste Integrale des engeren Problemes sind bald gefunden: 

(2.) 4A = irr- — , 

(3.) 2C = r'(irr+^)- i (rY(r')'. 
Denn man hat: 

(4.) (r'r+-5a^ = ij'/r-^|, 

(5.) (rT+J^ = Jr4|'-'((0"+-^)-l(r')'(r')i, 

Gleichungen, welche später ihre Verwendung finden werden. 

Die Bezeichnung der Integrationsconslanten h und C ist hier so gewählt 
worden, dass man in Uebereinstimmung mit der Bezeichnung in der citirten 

13» 
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Schrift sogleich erkennen soll, dass die beiden Integrale keine neuen sind. 
Die Integrationsconstanle A ist dieselbe als in Gleichung (9.) nnd die Inte- 
gralionsconstanle C die Constante in der Gleichung (15.). 

Eliminirt man aus den beiden angegebenen Integralgleichungen (2.) 
und (3.), deren Formen ebenfalls aus dem Probleme dreier Körper herge- 
nommen sind, die Grösse (r^)", so erbSlt man die DÜTerentialgleicbong (13.) 
erster Ordnung: 

(6.) r'r' = 2k+^-^- 

Ihr Integral ist allerdings eines von den beiden noch fehlenden Inte- 
gralen des allgemeinen Problemes. Das zweite fehlende Integral ist aber bei 
der UeberlraguDg des allgemeinen Problemes in das engere vollslindig ent- 
scblflpft. Das engere Problem des Radinsvectors umfasst also nicht die beiden 
fehlenden Integrale des allgemeinen Problemes. sondern nur ein Integral. 
Das andere Integral hat man ausserhalb des engeren Problemes zu suchen. 

In der Trennung der beiden fehlenden Integrale des allgemeinen 
Problemes wird man einen glücklichen Umstand erblicken, wenn man dafür 
hfilt, dass es vorzuziehen sei, zwei DiiTerenlialgleichungen erster Ordnung su 
integriren, als eine DilTerentialgleicbung zweiter Ordnung. Man kann sich 
sogar dem Glauben hingeben, dass diese Trennung der beiden noch fehlenden 
Integrale des Problemes zweier Körper ihre Auffindung und damit die voll- 
stfindige Lösung des Problemes erheblich erleichtert hat. 

III. 
Das allgemeine Problem der drei Körper, welches 18 Integrationen 
erfordert, werden wir dadurch verengern, dass wir nur die Gestalt des Drei- 
ecks kennen zu lernen verlangen, dessen Ecken die drei Körper bilden. Dem- 
nach soll die Gestalt des genannten Dreieckes zu einer beliebigen Zeit das 
engere Problem sein. 

Es vtjrd sich also darum handeln, die DifTerenlialgleicfaungen zwischen 
den Radienvecloren und der Zelt aufzustellen, welche das engere Problem 
lösen. Von welcher Ordnung diese Differenlialgieichungen sein werden, hängt 
davon ab, ob zu ihrer Aufstellung bekannte Integrale des allgemeinen Pro- 
blemes verwendet werden dflrfen, oder nicht. 

AVenn wir den letzleren Fall im Auge behalten, dass die gesncbleo 
PiirerenUalgleicbungen keine Integrationsconslanten eolbaltea sollen, so 
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Iflsst sich mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit von ihnen voraussagen, dass 
jede derselben auf die Differentialgleichung (1.) zurOckfflhren wird, wenn man 
eine der drei Massen verschwinden Ifisst. In dieser Voraussicht werden wir 
drei Differentialgleichungen, jede von der dritten Ordnung, aufzusuchen haben, 
welche das engere Problem der drei Körper ohne irgend eine Integration 
vollständig lösen. Diese Differentialgleichungen werden 9 Integrationen ver- 
langen. 

Da das allgemeine Problem mit Voraussetzung der bekannten Integrale 
nur 8 neue Integrationen verlangt, so sieht man, dass von den 9 erwähnten 
Integrationen wenigstens eine durch die bekannten Principien geleistet wird. 

Wenn man aber erwägt, dass in dem engeren Probleme zweier Körper 
von den 3 verlangten Integrationen zwei Integrationen durch die Principe 
der Mechanik geleistet werden, so kann man voraussetzen, dass jene Principe 
auch 2 Integrale für das engere Problem dreier Körper hergeben werden, 
welche in die Integrale (2.) und (3.) übergehen, wenn man eine der drei 
Massen verschwinden lässt, so dass von den 9 Integrationen des allgemeinen 
Problemes nur noch 7 Integrationen fOr das engere Problem zu machen 
übrig bleiben. 

Da in dem allgemeinen Probleme der drei Körper 8 Integrale noch 
fehlen, in dem engeren Probleme aber nur 7, so ergiebt sich hieraus, dass 
(wie in dem Probleme zweier Körper) bei dem Uebergange von dem allge- 
meinen Probleme zu dem engeren Probleme ein Integral verloren geht, 
welches dem letzteren ganz fremdartig ist. 

Diese Reflexionen werden in dem Folgenden ihre Bestätigung finden. 
Wir beginnen die Ausführung mit der Aufstellung der d' Alember tschen Dif- 
ferentialgleichungen, welche das allgemeine Problem der drei Körper lösen. 

IV. 

Wenn man mit r^ ri, ra die Radienvectoren bezeichnet, welche je zwei 
Körper von den Massen m^ f?t|, m^ verbinden, so ist tl die Kräftefunction : 

(7.) U = mm.mi \ \- 1 1 , 

deren partielle Differenlialquotienten in die Differentialgleichungen der Bewe- 
gung eingehen. 

Bezeichnet man ferner mit §, i]^ ^ die Coordinaten des mit der Masse 
m erfüllten ersten Körpers zur Zeit ty die als die einzige unabhängige Variable 
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angesehen werden soll, und die entsprechenden Grössen för den zweiten und 
dritten Körper durch Anhängung der gebräuchlichen Indices 1 und 2, so hat 
man zur Lösung des Probiemes folgende Differentialgleichungen: 

dU 



mg = 



dr 



(8.) {mrj"=. "^^ 



mr= 



dfi ' 
dU 



d^ 

Diese Gleichungen reprasentiren ein ganzes System von 9 Gleichungen, welches 
man vervollständigt dadurch, dass man der Masse m und den Coordinaten g, 
Tiy Z die Indices 1 oder 2 beigiebt. 

Da in die Kräflefunclion, wenn man sie durch die Coordinaten der drei 
Körper ausdrückt, nur die Differenzen der Coordinaten eingehen, gleich wie 
in die rechten Theile der Differentialgleichungen (8.), deren Einfachheit nur 
auf der Erfindung der Kräftefunction beruht, so erscheint es zur Erzielung 
grösserer Einfachheit angemessen, an Stelle der Coordinaten der drei Körper 
ihre Differenzen x, y, & einzuführen. Setzt man daher: 

y = ^1-^2, Vi = ^2-^, ^2 = n- Vi^ 

^ = fei — ^29 Äl = b2 — b5 ^2 = ^""?M 

SO wird: 

dU 

und aus der ersten Gleichung (8.) ergeben sich auf Grund der zu beachtenden 
Symmetrie zwischen den drei Körpern auf diese Weise die Differentialglei- 
chungen : 

Zieht man die letzte Gleichung von der vorhergehenden ab, so erhält 
man in Berücksichtigung von (9.) die Differentialgleichung: 



"" ( r? rf P 



x" = -3f 






wenn man mit M die Summe der Massen der drei Körper bezeichnet, wie folgt 

(10.) M = i» + f»i + i»2. 
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Wegen der Symmetrie der Coordinaten eines Körpers gehen aus der 
zuletzt angegebenen DiflTerentialgleichung folgende hervor: 

,"= -jfJL + ^jJL+i+Aj. 

Diese Gleichungen repräsentiren wieder ein ganzes System von 9 Dif- 
ferentialgleiehungen, welches man erhfilt durch Verlanschung der drei Indices 
0, 1, 2, von welchen der Index der Einfachheit wegen fortgelassen ist. 

Die DiiTerentialgleichungen (11.) würden wieder 18 Integralionen ver- 
langen, wenn man nicht auf Grund von (9.) die Relationen hätte: 

(X + X^ + üCa = 0, 
(12.) ]y + y, + y, = 0, 

( a + Äi + «2 = 0. 

Durch diese Relationen wird die Zahl 18 der Integrationen, welche 
die Differentialgleichungen (8.) des allgemeinen Problemes verlangten, ver- 
ringert auf 12 Integrationen, welche das durch Einfahrung der Differenzen der 
Coordinaten schon beschränkte Problem (11.) noch zu leisten hat. 

Von diesen 12 Integrationen vollführen die bekannten Principe der 
Mechanik vier, welche aufzusuchen unsre nächste Aufgabe sein wird. 



V. 

Setzen wir, um das System Gleichungen (11.) abzukürzen: 



^ — ^9 ~ -3 « «a ' 



(13.) B =^ + A+lL 



C = -l4-A.4-J^ 
^ — -.J • -.a ~ -.» ^ 



multipliciren hierauf die Gleichungen (11.) der Reihe nach mit x', y'^ »' und 
addiren, so erhalten wir: 

(14.) j-'j-"+y'y"4.a'-5" = -if-^+iii|Aa:'+By'+c»'|. 
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Dividiren wir diese Gleichung durch m und nehmen die Summe, so 
verschwinden, weil man auf Grund von (12.) hat: 

Ix + Xi + x^ = 0, 
a' + a'i + ai = 0, 
die letzten Glieder, und wir erhalten: 

(16.) :^(^^"+yr+»>0 ^_^:^_IL. 

^ ' m mr 

Durch Differentiation von (7.) erhalten wir die Gleichung: 

Auf Grund der Gleichung (17.) stellt sich die Gleichung (16.) nun so dar: 

(1».) 2— dT-^ ST - ^"dT' 

und integrirt: 

Es entspricht dieses Integral demjenigen Integrale, welches in dem 
allgemeinen Prohleme (8.) aus dem Principe der Erhaltung der lebendigen 
Kraft hervorgeht, wenn es auch nicht mit demselben identisch ist. 

Um die Integrale zu erhalten, welche in ähnlicher Art den Flächen- 
sätzen entsprechen, multipliciren wir die letzte Gleichung (11.) mit y^ ziehen 
die mit z multiplicirte vorletzte Gleichung ab und dividiren durch m. Als- 
dann wird: 

m ^ 

Auf beiden Seiten der Gleichung die Summe genommen ergiebt sich 
mit Rücksicht auf (12.): 

m ' 

eine Differentialgleichung, deren erstes Integral ist: 

^ ' = w. 

Ifl 

Auf diese Weise ergeben sich aus dem Systeme Differentialgleichungen 
(11.) die gesuchten drei Integrale: 
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« ^ ^ (y»'-y») 

(20.) {/? = jr C»^- ^'^) ^ 

Die auFgefahrten Integrale (19.) und (20.) sind keine neuen Integrale, 
sondern zusammengesetzt aus den bekannten zehn Integralen des allgemeinen 
Problemes (8.). Es bleiben darum auch in dem beschränkten Probleme (11.) 
noch acht Integrationen zu machen übrig. 

Wenn es nun gelingt durch geschickte Verbindung der Differential- 
gleichungen (11.) mit den Gleichungen (12.), (15.), (19.), (20.) eine Dif- 
ferentialgleichung herzustellen, welche fQr sich integrirbar ist, so wird man 
wieder liicht wissen können, ob das Integral derselben eines von den noch 
fehlenden acht Integralen ist. Yoraussichllich wird das entdeckte Integral 
kein neues sein. 

Diese Erwägungen haben auf das am Ende des ersten Paragraphen 
ausgesprochene Problem geffihrt. Die Lösung desselben böruht auf der Ein- 
führung einfacher Zeichen fflr gewisse symmetrisch gebildete Functionen, 
welche demnficbst vorgefohrt werden sollen. 



VI. 

Das in dem dritten Paragraphen bezeichnete engere Problem der drei 
Körper verlangt die Elimination sfimmtlicher Variablen aas den Differential- 
gleichungen (11.) mit Ausnahme der Radienvectoren und ihrer Differential- 
quotienten. Bei dieser Gelegenheit drängen sich symmetrisch -gebildete 
Functionen der zu eliminirenden Variablen auf, von welchen in erster Linie 
diejenigen Functionen hervorgehoben werden sollen, welche sich allein durch 
die Radienvectoren (nicht durch ihre Differentialquotienten) ausdrücken lassen. 
Dahin gehören die Functionen: 

(31.) a:a?4-yy+ÄÄ = r% a?ia:i+y,yi+»iÄi =rl, a?2a?2+jf2jf2+Ä2«2 =d, 
fflr welche wir respective die neuen Zeichen wählen: 

(22.) [00]=r\ [11] -rj, [32] =r?. 

Multiplicirt man die Gleichungen (12.) der Reihe nach mit x^ tf, z 
und addirt, so erhält man in Verfolg der eingefAhrten neuen Beseiehnnng 
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ffir symmetrisch gebildete Functionen wie xxi+yyi-\-iZi = [Ol] die Gleichung 

[00] + [01] + [02] = 0, 
woraus denn wieder das System Gleichungen hervorgeht: 

[00] + [01] + [02] = 0, 

(23.) ([10] + [11] + [12] = 0, 

[20]+ [21] + [22] = 0, 

welche Gleichungen beweisen, dass die neu hinzugekommenen symmetrischen 
Functionen sich durch die Radienvectoren ausdrücken lassen, wie folgt: 

([12] = i|r'-r?-r?I, 
(24.) ![20] = i\ri-rl-r'U 
[Ol] = ilrl-r'-rll. 

Hultiplicirt man die Gleichungen (11.) der Reihe nach mit x, y, a 
und addirt, so erhält man, wenn man selil: a:ir"+jfjf"+J5»" = [0"0] = b. 

(25.) [0"0]=. = -i+,,|M+fip+m|. 

An Stelle. des hier ganz berechtigten Zeichens [0"0] wfihlen wir je- 
doch aus Rflcksicht auf die im nächsten Paragraphen nachfolgenden Zeichen 
ffir symmetrisch gebildete Functionen das Zeichen r, um mit demselben an- 
zudeuten, dass R sowie Ri und Rj Functionen seien nur der Radienvectoren 
wie folgt: 

R - *4.m l[00]4.[0i] . [02]» 

(26.) |H.==-£+..jM+m]+[ip}, 



r, \ r" r: r: 



Es wird sich spfiler zeigen, dass die in (26.) mit den Einzelnmasseh 
mnitiplicirten Aasdrücke der Radienvectoren berufen sind in die abzuleitenden 
Differentialgleichungen einzutreten. Aus diesem Grunde führen wir sie ein 
mit den Zeichen: 

p _ [00] , [Ol] [02] 



»•i 



•, j 



(«0 jf. = li^+Ii^+M, 
P _ M+M+JM. 



(.< 



l : . 



i ! 
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Diffefentiirt man diese Aüsdrflcke nach der Zeit, «licht total, sondern 
mir in so ferne dieselbe in den Zählern der Brüche enthalten ist, ans welchen 
die Ansdrücice bestehen, so erhSlt man wieder Aus^drflcke, welche in die ab- 
znleitenden Differentialgleichungen eingehen. Wir fahren dieselben schon hier 
ein mit den Bezeichnungen: 

_ W [Oll [02]' 

Vr — y.s 1 j.« "T ^3 , 

(»8., ( p. = [i«i'+ [ijiv tä:. 

Auf Grund von (23.) hat man nun: ' ' '' 

(29.) PVPi+P. = 0, 
(30.) Q+Q, + Q, = Ö. ' 

Und es lassen sich die Gleichungen (26.) hflrzer so wiedergeben: 

R = Im jP, 

r ' . 

(31.) {n,^-^+m,P,, 

^ « D 

R ~ — — +m2/^2- 

Mit <len durch, die neuen Zeichen dargestetite» aymmetriaehen FonetioneDv 
welche sieb durch die Radienvectoren ausdrücken lassen, tteten. feunZwedre 
der Elimination noch andere symmetrisch gebildete Functionen anf^ die eich' 
durch die Radimvectoren und deren Differentialqootienten ansdrflckeii lassen. 
Diese Functionen sollen demnächst Yorgeffthrt werden. 

VII. 

Differentiirt man die Gleichungen (22.), so erhält man: 
(32.) [O'O] = Ur'y." iri] =. k{r])\ [2'2] = i(r^)'. 

Multiplicirl man die Gleichungen (12.) der Reihe nach issit x-, y', z' 
und addirt, oder multiplicirt man die Gleichungen (15.) der Reihe nach mit 
Xy y^ ai und addirt, und setzt dieses Verfahren fort, so erhält man: 

([0'i] + [0'2] = -H»^)', [l'0}+[2'0] X» -i(r7, 
(33.) [1'2] + [1'0] = -^(r!)', [2'1]+ [O'l] = -^{r])', 

([3'a]+[2'l] = -i(fD', [0'2]+[t^2}.-.^i(rJ)V .. 

14» 
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Diese sechs Gleichimgen reichen nicht ans, am die sechs beseichnelen 
symmetrischen Functionen der Goordinaten durch die Differentialquotienten 
der Quadrate der Radienvectoren auszudräcken , weil die Summe der drei 
ersten Gleichungen gleich der Summe der drei letzten ist. Zu ihrem Aus- 
drucke bedarf es sogar der dritten Differentialquotienten der Quadrate der 
Radienvectoren, wie es sich in dem folgenden Paragraphen zeigen wird. 

Bemerkt man aber, dass man durch Subtraction der nebeneinander 
stehenden Gleichungen (33.) erhält: 

(34.) [1 '0] ~ [O'l] = [2'1] - [1 '2] = [0'2] - [2'0] , 

so ist ersichtlich, dass durch Einführung einer neuen symmetrischen Function 
L der Goordinaten: 

(35.) 2L = [1'0]-[0'1] 

die genannten sechs symmetrischen Functionen durch die ersten Differential- 
quotienten der Quadrate der Radienvectoren und durch die neue Function L 
sich ausdröcken lassen, wie folgt: 

(36.) [2'1] = 4 [2ir+4 [r2] = 4 [12]'-4 
([0'2] = i [02]'+ L, [2'0] = 1 [20]'- L. 

Aus diesen Gleichungen oder aus (34.) erkennt man sogleich, dass 
die Function L eine altemirende Function der drei Körper ist. Denn ver- 
tauscht man zwei Körper mit einander, so bleibt L ungeändert, nimmt aber 
das entgegengesetzte Vorzeichen an. 

Die alternirende Eigenschaft der Function L lässt sich durchsichtiger 
noch an ihrem Differentialquotienten nachweisen, der durch die Radienvectoren 
selbst ausgedröckt werden kann. 

Differenliirt man nfimlich die Gleichung (35.) nach der Zeit, so 

erhält man: 

2L' = [1"0]-[0"1]. 

Auf Grund von (11.) hat man: 

[0-1] = -MJ2n.+„jm+iuL+mj, 

Zieht man nun die erste Gleichung von der zweiten ab und giebt den 
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Grössen [00] and [11] ihre Werthe aas (23.), so erhfilt man: 

(37.) 21' = m[i2](^-^)+m, [20](^-i-)+«h[01](-i-l-). 

Differentiirt man die erste Gleichung (21.) zwei Mal, so erhält man 
mit Berftcksichtignng von (25.) nnd (31.) die Gleichung : 

(38.) x'x'+y'y'-^i'»' = i(r7'+^-«f». 

Hieraus ergeben sich nun die Ausdräcke der symmetrischen Functionen : 

[COT = ^{rT-^^-mP, 

(39.) ([l'l'] = i(r5)"+^-m.F„ 

[2'2'] = ^{rl)"+^-m,P,. 

Multiplicirt man die Gleichungen (15.) respective mit x', y', z\ addirt 
und setzt dieses Verfahren fort, so erhält man: 

([0'0'] + [0'lT + [0'2'] = 0, 

(40.) [l'0'] + [l'r] + [l'2'J = 0, 

|[2'0'] + [2'r] + [2'2'] = 0. 

Diese Gleichungen beweisen, dass auch die symmetrischen Functionen 
von der Form [O'!*] sich durch die Quadrate der Radienvectoren und ihre 
Differentialquotienten bis zur zweiten Ordnung ausdrflcken lassen. Denn aus 
diesen Gleichungen ergfebt sich: 

|[1'2'] = i{[0'0']-.[l'l']-[2'2']}, 

(41.) [2'0'] = 4{[rr]-[2'2']-[0'0']}, 

([O'l'] = l{[2'2']-[0'0']-[l'l']}- 

Stellen wir nun die Resultate dieses und des vorhergehenden Para- 
graphen kurz zusammen, so lässt sich dieses sagen, dass alle durch die neue 
Bezeichnung eingeffihrten symmetrischen Functionen sich ausdrflcken lassen 
durch die Radienveetoren und ihre Differenlialquotienten bis zur zweiten Ord- 
nung mit Ausnahme der Functionen von der Form [O'l], welche, abgesehen 
von den Radienvectoren und ihren ersten Differentialquotienten, in (36.) ab- 
hingig gemacht worden sind allein von der durch Gleichung (35.) definirlen 
alternirenden Function L. 



110 Hesse, iibcr das Problem der drei Körper. 

Diese Function L ISsst sich nicht mehr ausdrücken durch die Radien- 
vectoren und ihre Differentialquolienten niederer Ordnung. Wie wir im fol- 
genden Paragraphen sehen werden, bedarf es dazu noch der DiiTerentialquo- 
tienten der dritten Ordnung. 

Aber an Stelle eines einzigen Ausdruckes fQr die alternirende Funotion 
L wird die Symmetrie sogleich drei verschiedene Ausdrücke ergeben, aus 
deren Gleichselzung zwei DiflTerentialgleichungen des engeren Problemes her- 
vorgehen von der dritten Ordnung und zwar ohne Integration. 



YIII. 

Wenn man die Gleichung (38.) difTerentürt und durch 2 dividirt, so 
erhalt man: 

(42.) a;'x"-\-y'f+z'>" = i^ j(rT+^| -fiP', 

eine Gleichung, deren linker Theil gleich ist dem linken Theile der Gleichung 
(14.). Setzt man die rechten Theile der Gleichungen einander gleich, so wird: 

und wenn man für a, b, c die Werlhe setzt aus (13.): 

oder da man hat: 5- = ^— | — j und [O'O] = i [00]', so gehl die leUtd 

Gleichung über in: 

rf ^ rj ~ 4m dt r -' r I * ^ r» 

Setzt man in diese Gleichung die Werthe von [O'l] und [0'2] aas 
(36.) ein, so erhält man: 

Hnltiplidrt man mit —2, so wird mit Rücksicht auf (28.): 
(43.) 2Ll±-±] = -^4[M"-Mj + P+(,. 

Eine andere bemerkenswerthe Gestalt erhfilt diese Gleichung, wenn 
man die Gleichungen (4.) und (5.) benutzt. 
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Aus der Gleichung (43.) geht nun ein System von drei Gleichungen 
hervor durch cyclische Vertauschung der Indices 0, 1,2. Dieses System 
lüsst sich sehr einfach wiedergeben, wenn wir die Bezeichnung einfflhren: 

(44.) , = l ((rT-^l + 2; {W"-^! + ^ Ir^-^j , 

bei welcher Gelegenheit wir zu känftigem Gebrauch gleich auf einen ähnlich 
gebildeten Ausdruck ^, ebenfalls der zweiten Ordnung, aufmerksam machen: 

(45.) ^ = l{(0"-^l+lj(rl)"-H.! + lj(rJ)"-fl. 

Man hat demnach folgende drei Ausdrücke für die altemirende Function L: 

Die beiden letzten Ausdrücke beweisen, dass L nicht unendlich wird, 
wenn man die Masse m gleich Null setzt. Der erste Ausdruck von L in (46.) 
oder (43.) wird nur scheinbar unendlich, wenn man m gleich Null setzt, denn 
in diesem Falle reducirt sich das Problem auf das Problem zweier Körper, 
und es verschwindet nach (1.) und (4.) auch der Zähler jenes Bruches, dessen 
Nenner m ist. Der erste Ausdruck für L wird demnach unbestimmt, wenn 
man m gleich Null setzt. 

Die angegebenen Ausdrücke (46.) sind unsymmetrisch. Um einen 
symmetrischen Ausdruck für das Prpduct zweier alternirenden Functionen zu 
erhalten, von welchen die eine L ist, multipliciren wir die Gleichungen (46.) 
der Reihe nach mit m[12], mi[20], nhlOV] und addiren. In Berücksichtigung 
von (37.) erhallen wir dann: 

* ■ 

ALL r^ --[i2]-i^—f[20]^^^-^m-\^j—^ 

Um nun die altemirende Function L in symmetrischer W<Mse: jaus den 
Gleichungen (46.) ?u eliminiren, addirei wir^ die Gleichungen und erhalten 
auf Grund von (29.) und (30.)- •• ; r 



„ d'v , d'D, 4'9 



W 



dndir ' dn^dt 'Jki^dt 



I • 
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Da aber nach (44.) und (45.) ist: 

^» dv dt) de 



dn dn^ dn^ ' 

SO hat man die Differentialgleichung dritter Ordnung zwischen den Radien- 
vectoren und der Zeit: 

dV 



(48.) = 



dt 



Die zweite gesuchte Differentialgleichung ebenfalls der dritten Ordnong 

2 2 2 
erhält man, wenn man die Gleichungen (46.) respective mit -^^ -7, —^ mul- 

r ^ i ^ \ 

tiplicirt und addirt: 

Als ControUe der vorangegangenen Entwickelungen mag die Beoaer- 
kung dienen, dass sowohl die Gleichung (48.) als (49.) übergeht in die Dif- 
ferentialgleichung (1.), wenn man eine der Massen gleich Null setzt. 

Die beiden letzten Differentialgleichungen dritter Ordnung haben sich 
ergeben ohne Integration. Sie lassen sich daher betrachten als zweckmässige 
Zusammenstellungen der Differentialgleichungen des allgemeinen Problemes. 

Es bleibt demnach noch übrig eine dritte Differentialgleichung zwischen 
den Radienvectoren und der Zeit ebenfalls der dritten Ordnung ohne In- 
tegration aufzusuchen. 

IX, 

Es wird Vortheil bringen den bis dahin eingeschlagenen Weg zo ver- 
lassen und von wirklichen Integralen des allgemeinen Problemes auszugehen, 
denn wir haben es ja in der Gewalt durch Differentiation die Integrations- 
constanten wieder verschwinden zu lassen. 

Zur Herleitung der dritten und letzten Differentialgleichung des engeren 
Problemes werden wir uns der drei Integrale (20.) mit den willkürlichen 
Constanten a, ß^ y, oder, präciser ausgedrückt, des einen Integrales be- 
dienen, dessen Integrationsconstante C sich aus den angegebenen zusammen- 
setzt wie folgt: 

(50.) C^ = a^+/5»+/. 

Wir haben demnach auf Grund von (20.): 

(51.) c' = (:?ör£^y+(^^f:^y+(^^^)y. 
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Ordnet man diese Gleichung nach den umgekehrten Quadraten und 

Producten der Massen, so sieht man, dass der CoefBcient von ~i in der Eut- 
in 

ifvickelung ist: 

md dass der Coefficient von ist: 

muti 

(ysi'-y'!s)(yiS[-y[!Si)+i^x'--s'x){!6ix[--z[xi)+{xy''-xy)(xiy['-x^^^^ 

md so ferner. 

Dieses sind Formen, für welche die Determinanten-Theorie fflr unsere 
Zwecke passendere Formen einführen lehrt, nämlich für den ersten Aus- 
Iruck folgenden: 

{xx+y y + z z) {x' x'+y' y'+z' !s')-(xx'+yy'+zsiy 

und für den zweiten: 

Machen wir nun von den fQr die symmetrischen Functionen einge- 
üOhrten Zeichen Gebranch, so haben wir: 

(yt'-y'ifH^x'-i'xmxy'-x'yf = [00] [O'O'] - [0'0]% 
[52.) l(y»'-y's)(,ytSi-y'i»i) + (iix'-»'x)(six[-i[x^) + {xy'-x'y)(x,y'i-x'tyt) 

= [oi][0'iT-[0'i][i'0] 

jnd so weiter. 

Man hat demnach folgende Entwickelang der Gleichung (51.): 

C = ^|[00][0'0']-[0'0r|+-^{[01][0'l']-[0'l][t'0]|+.... 

Setzt man in dieselbe die Werthe von [O'l], [rO] etc. aus (36.) und 
nultiplicirt mit —1, so erhält man: 

2M v2 r»2 



L'-C 



Dieses wQrde^ da nach (47.) L ein Ausdruck der dritten Ordnung ist, 
lie gesuchte dritte Differentialgleichung zwischen den Radienvectoren und der 
Zeit sein, wenn sie nicht die Constante C^ der Integration enthielte. Um aus 
ihr die verlangte Differentialgleichung des engeren Problemes ohne willkflr- 
iiche Constante abzuleiten, differentiiren wir dieselbe nach der Zeit: 
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_4Jf 

(54.) 



W 



= -i^ -'t^HO'oi-co'ori -i^-s- i[oi][o'i']-[oir[io]'i -... . 

Da der rechte Theil der Gleichung (53*.) Ton der zweiten Ordnung 
ist, so wird der rechte Theil der Gleichung (54.) Ton der dritten Ordnung. 
Die Gleichung selbst ist ?on der dritten Ordnung, weil nach (47.) das sym- 
metrische Product LV von der dritten Ordnung ist. 

Auch hier wird man bemerken, dass die Differentialgleichung (54.) 
äbergeht in (1.), wenn man eine der Massen gleich Null seUt. 

Die YoUstfindige Lösung des Dreieck - Problemes der drei Körper be- 
ruht demnach auf der Integration der drei Differentialgleichungen (48.), (49.), 
(54.) dritter Ordnung, zu deren Aufstellung es keiner Integration der Dif- 
ferentialgleichungen des allgemeinen Problemes bedurfte. 

Wenn man die Principe der Mechanik walten Idsst, welche Integrale 
liefern, so liegen zwei Integrale des Systems von drei Differentialgleichungen 
des engeren Problemes zu Tage, nämlich das aus (48.) hervorgehende In- 
tegral von der zweiten Ordnung: 

^5i*.) 4* = ^ 

mit der willkOr liehen Constante h^ und die Differentialgleichung (53*.) vor- 
Iflufig von der dritten Ordnung, mit der willkürlichen Constante C. 

Da die Differentialgleichungen (48.), (49.), (54.) sümmllich linear sind 
in Rflcksicht auf die dritten Differentialquotienten der Quadrate der Radien- 
vecloren, so kann man letztere leicht ausdrücken durch die Differentialquo- 
tienlen niederer Ordnung. Setzt man ihre Werthe in den Ausdruck (47.) fOr 
Ly so wird derselbe von der zweiten Ordnung und die Differentialgleichung 
(%^3*.) selbst von der zweiten Ordnung. Diese Differentialgleichung (53*.) Usst 
sich demnach betrachten als ein Integral der drei Differentialgleichungen des 
ougoron Problemes mit der willkarlichen Constante C der Integration von der 

Bwoilon Ordnung. 

Vm die Richligkeit der beiden Integralgleichungen (55*.) und (53*.) 

k C 

ZU prftfen % setzen wir für * und C respective — und — und lassen m ver- 
schwinden. Die erstere Gleichung geht dann aber in die Gleichung (2.)) die 
letztere in BerQcksichligung des im vorhergehenden Paragraphen ausdracklich 
aufiiorohrlen UmitandeSi dass L nicht unendlich wird, wenn iii = 0, in die 
Gleichung (30* 
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Die durchgeführte Untersuchung fassen wir nun kurz zusammen in 
dem Theoreme: 

Theorem. 
Wenn man das aUgemeine Problem der drei Körper beschränkt auf 
die Gestalt des DreieckeSy dessen Ecken die drei Körper bilden^ so hängt die 
Lösung des engeren Problemes ab von drei Differentialgleichungen der dritten 
Ordnung (48.), (49.), (54.). Wenn man aber die Principe der Mechanik f>or'- 
aussetzt, foelche Integrale liefern, so lässt sich dasselbe abhängig machen eon 
Bwei Differentialgleichungen (55*.), (53*.) der zweiten Ordnung und einer 
Differentialgleichung (49.) dritter Ordnung. 



Anmerkung. Das Theorem ist bekannt durch eine von Lägrange verfasste und 
von der Pariser Akademie gekrönte Preis-Schrift: „Essai d'une nouvelle M^hode pour 
r^oudre le Probleme des trois Corps'' aus dem Jahre 1772. Da der Verfasser von 
vorne herein, wenn auch mit sichtbarem Widerstreben, die Symmetrie der Aufgabe 
fallen liess, so konnte er kaum zu den, den Umständen nach einfachen, Resultaten 
gelangen, welche vorliegen. In späteren Jahren ist Lagrange nicht wieder auf sein 
Problem zurückgekommen. Es ist dieses um so mehr zu beklagen, als gerade er 
den Gebrauch der Symmetrie in einem Grade ausgebildet hat, wie kein Mathematiker 
vor ihm. 

Manchen, 1871. 
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Untersuchung eines Problems der Variations- 
rechnung, in welchem das Problem der Mechanik 

enthalten ist. 

(Von Herrn R. LipschiU in Bonn.) 



MMamilton hat in seiner Abhandlung on a general method in dynamicg^) 
bemerkt, dass die Differentialgleichungen der Bewegung eines Systems von 
freien Massenpunkten, bei dem die bewegenden Kräfie auf eine Kr&ftefunction 
zurfickgefflhrt werden können, aus der Forderung hervorgehen, dass die erste 
Variation eines von ihm bezeichneten Integrals gleich Null werde. Das Element 
dieses Integrals ist gleich dem Aggregate aus der halben Summe der leben- 
digen Kräfte des Systems und aus der Kräftefunction, multiplicirt in das Zeit- 
element; die Integration erstreckt sich von einem beliebigen festen Anfangs- 
werthe bis zu einem beliebigen festen Endwerthe der Zeit; bei der Variation 
werden die Goordinaten der Massenpunkte in der betreffenden Anfangslage 
und Endlage als unveränderlich betrachtet. Wie man leicht erkennt, bleibt 
diese Darstellung des mechanischen Problems auch dann noch gültig, wenn 
zwischen den Goordinaten der einzelnen Massenpunkte Bedingungsgleichungen 
vorhanden sind, welche die Zeit nicht enthalten. Alsdann hat man die Go- 
ordinaten der Massenpunkte durch eine angemessene Zahl von unabhängigen 
Variabelen auszudrücken, und die halbe Summe der lebendigen Kräfie des 
Systems in eine quadratische Form von den nach der Zeit genommenen Dif- 
ferentialquotienten der unabhängigen Variabelen zu verwandeln. 

Da das Mass für die lebendige Kraft eines einzelnen Massenpunktes 
erhalten wird, indem man die Masse desselben mit dem Quadrate des Linear- 
elements seiner Bahn multiplicirt und durch das Quadrat des Zeitelementa 
dividirt, so hängt die Bestimmung des Masses von dem Ausdrucke des Linear- 
elements im Räume ab. Die neueren Speculationen über die Natur des Raumes 
haben gezeigt, dass es nicht nothwendig ist, das Element einer von einem 
Punkte ausgehenden Linie im Räume als darstellbar durch die Quadratwurzel 
aus dem Aggregat der Quadrate von den Differentialen geeigneter Goordinaten 



*) Philosophical tranBactions of the royal Bociety of London ; 1834 ^ part 11^ 
pag. 247; 1835, part I; pag. 95. 
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des betreffenden Punktes anzunehmen. Wenn man von gewissen Bedingungen, 
die in dem wirklichen Räume thatsächlich erfüllt sind, abstrahirt, so ist es 
gestattet, das Linearelement gleich der Quadratwurzel aus einer beliebigen 
wesentlich positiven quadratischen Form, oder aligemeiner gleich der p^^^ 
Wurzel aus einer beliebigen wesentlich positiven Form des p^^ Grades von 
den Differentialen beliebiger Coordinaten des betreffenden Punktes vorauszu- 
setzen. Dieser allgemeineren Hypothese in Bezug auf die Natur des Raumes 
lassen sich die Begriffe der Mechanik anpassen *). Man kann feststellen, dass 
die lebendige Kraft eines Massenpunktes gemessen werde, indem die Masse 
des Punktes mit der p^^^ Potenz des betreffenden Linearelements multiplicirt 
und durch die p^ Potenz des Zeitelements dividirt wird, und dem Hamilton'^ 
sehen Variationsproblem ein allgemeineres Variationsproblem substituiren , bei 
welchem das Aggregat aus dem p^^ Theile der Summe der so eben be- 
stimmten lebendigen Kräfte des Massensystems und aus einer Kräftefunction, 
unter dem Integralzeichen erscheint. 

Eine einfache Ueberlegung lehrt, dass, sobald zwischen den Coordi- 
naten keine Bedingungsgleichungen existiren und die Kräftefunction gleich Null 
ist, die Integration des bezeichneten Variaüonsproblemes jedem Massenpunkte 
das Fortschreiten auf einer Linie vorschreibt, die fflr das gewählte Linear- 
element eine kflrzeste Linie ist. Hiermit ist aber die erste Fundamentaleigen-* 
Schaft der Bewegung eines Systems von Massenpunkten ausgesprochen, das 
an keine Bedingungsgleichungen gebunden ist und von keinen beschleunigenden 
Kräften getrieben wird. Wofern Bedingungsgleichungen zwischen den Coor- 
dinaten der Massenpunkte gegeben sind, die nicht von der Zeit abhängen, so 
wird man bei dem bezeichneten Variationsproblem ebenfalls iudependente 
Variable einführen, und es geht der p^^ Theil der Summe der lebendigen 
Kräfte in eine wesentlich positive Form des p^^^ Grades von den auf die Zeit 
bezogenen Differentialquotienten der Variabelen über. Ein Integral der be- 

*) Eine gleiche Riebtang verfolgt die UnterBuchung von Herrn Schering: Die Schwer^ 
kraft m Gaussischen Räume, Nachrichten d. k. Ges. d. Wiss. zu Göttingen, 1870^ Juli. 
Der Ausdruck; welcher daselbst pag. 318 als Repräsentant des Potentials bezeichnet 
wird, ergiebt sich ans der Formel fhr die Grösse lo in dem Aufsatze: Fortgesetzte 
Untersuc^ngen in Betreff der ganzen homogenen Functionen von n Differentialen, dieses- 

Journ. Bd. 72, pag. 56; sobald die Zahl n = 3, y^a = e, ^^f^W = i^tfO genommen^ 
und der Factor — mfi hinzugefügt wird. Schon früher hat DiriMet dieses Gebiet 
betreten. Derselbe sagte mir vor ungef&hr zwanzig Jahren, er habe untersucht, wie 
sich die Theorie der Anziehung nach dem Newtonschen Gesetze gestaltet; wenn da- 
bei die Gausmobe Theorie des imaginären Raumes zu Grunde gelegt wird; theilte 
mir aber keine Einzelheiten mit. 
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treffenden isoperimetrischen Differentialgleichungen, das dem Integral der leben«- 
digen Kraft entspricht, hat zur Folge, dass, wenn die Kräftefunction gleich 
Null ist, die in Rede stehende Form des p^^^ Grades fOr jeden Werth der 
Zeit einen conslanten Werth haben muss. Sind daher fflr ein Anfangssystem 
der Yariabelen die sämmtlichen Anfangswerlhe der Differentialquotienten gleich 
Null gegeben, so hat die Form beständig den Werth Null. Wegen des we- 
sentlich positiven Charakters der Form sind dann auch die Differentialquolienten 
der Yariabelen beständig gleich Null, und die Werlhe der Yariabelen bleiben 
dauernd gleich denjenigen Werthen, die fdr das Anfangssystem gegeben sind. 
Hierin liegt aber die zweite Fundamentaleigenschaft der Bewegung eines 
Systems von Massenpnkten, fflr das Bedingungsgleichungen existiren, und die 
Kräftefunction den Werth Null hat. Die vorliegende Arbeit bezieht sich auf 
das allgemeine Yariationsproblem desjenigen Integrals, dessen Element gleich ist 
dem Aggregrate aus einer beliebigen Form des p^®° Grades von den nach der 
Zeit genommenen Differentialquolienten der Yariabelen und einer beliebigen nur 
von den Yariabelen abhängenden Kräftefunction, in das Zeitelement multiplicirt. 

Das Yariationsproblem der bezeichneten Art, bei dem die Kräftefunction 
verschwindet, hängt innig zusammen mit den charakteristischen Eigenschaften 
der Form von Differentialen, welche entsteht, sobald man in der betreffenden 
Form des p^^ Grades die Differentialquotienten der Yariabelen durch die be— 
zfiglichen Differentiale ersetzt. Nun erhebt sich die Frage, ob auch das all- 
gemeine Yariationsproblem, bei dem eine beliebige Kräftefunction auftritt, mit 
den charakteristischen Eigenschaften einer bestimmten Form oder ganzen ho- 
mogenen Function von Differentialen in einer analogen Beziehung stehe. 

Fflr das Yariationsproblem, welches die Wirkliche Bewegung eines 
Systems von Massenpunkten darstellt, bei dem also die Zahl p den Werth 
zwei hat, ergiebt sich die Bestimmung einer Form, von der dies gilt, folgen-' 
gendermassen. Wenn man die Summe der lebendigen Kräfte des Systems 
mit dem doppelten Aggregat aus der Kräftefunction und einer willkürlichen 
Constante multiplicirt, die aus diesem Froduct gezogene Qäadratwnrzel mit 
dem Elemente der Zeit multiplicirt und nach demselben integrirt, so entsteht 
da$ Int^ral der kleinsten Wirkung. Das Element dieses Integrals, aas dem 
sich das Zeitelement fortheben lässt, kann als die Quadratwurzel aus einer 
quadratischen Form von den Differentialen der Yariabelen aufgefasst werden, 
und ffiese neue quadratische Form ist eine solche, mit der das in Rede stehende 
Yariationsproblem in dem angedeuteten Sinne correspondirt. 



LipschitSj Untersuchung eines Problems der Variationsrechnung. 119 

Das Verschwinden der ersten Variation des Integrals der kleinsten 
Wirkung fflr unveränderliche Werthe der Anfangs- und der Endeoordinaten 
deteroiinirt bekanntlich die Art und Weise, wie die eingeführten unabhängigen 
Variabelen bei der Bewegung des Massensystems von einer beliebig unter 
ihnen gewählten Variabele abhängen, und die Hinzufflgung des Integrales der 
lebendigen Kraft giebt an, wie diese letzte Variabele sich mit der Zeit ändert. 

Das Integral der kleinsten Wirkung verwandelt sich durch eine an- 
gemessene Substitution in die Function, welche Hamilton als die charakte- 
ristische Function des mechanischen Problems an die Spitze seiner Forschungen 
gestellt hat. Die eine der beiden partiellen Differentialgleichungen, die Hamil^ 
ton für die charakteristische Function bildet, ist der Ausgangspunkt fflr die 
eingebenden und umfassenden Untersuchungen geworden, welche Jacobi den 
mechanischen und anderen mit denselben verwandten Problemen gewidmet hat. 
Dieselbe partielle Differentialgleichung erscheint als eine Transformationsrelation, 
wenn es sich darum handelt, die bezeichnete neue quadratische Form von den 
Differentialen der Variabelen des mechanischen Problems in eine andere Form 
zu transformiren, die durch einen Complex von Merkmalen ausgezeichnet ist. 

Einen Leitfaden fflr die Betrachtung bietet hier die Untersuchung Aber 
die kürzesten Linien auf einer gegebenen Oberfläche, die Gauss in den dis^ 
quisitianes generales circa superficies cureas niedergelegt hat. Zu den dortigen 
Ergebnissen gehOrt der Satz, dass, wenn man senkrecht gegen eine in der 
gegebenen Oberfläche beUebig gezeichnete Contour und nach derselben Seite 
dieser Contour lauter kflrzeste Linien von gleicher Länge construirt, die End- 
punkte eine neue Contour bilden, auf der die kfirzesten Linien ebenfalls senk- 
recht stehen. Verschiedene Werthe der festen Länge ergeben verschiedene 
Contouren der Endpunkte ; das Gesetz dieser Contouren wird aber dargestellt, 
indem ein gewisses Integral der correspondirenden Hamiltonschen partiellen 
Differentialgleichung angemessene constante Werthe erhält. 

Von Herrn Beltrami ist diese Anschauung auf einen Raum von n Di- 
mensionen ausgedehnt, fflr den das Quadrat des Linearelements eine beliebige 
quadratische Form von den Differentialen der Coordinalen eines Punktes ist 
(#11^0 tearica generale des parametri differensiali, memoria letta nella sessione 
25. Febbrajo 1869 delF accademia delle scienze dell' istituto di Bologna). 
Diese Anschauung lässt sich auf die Probleme der Mechanik flbertragen, 
indem man eine gewisse Gruppirung der Anfangszustände des bewegten 
MasaensysteiDs einfahrt. Es werden nur solche Auflösungen des mechaniBchen 



120 Lipschit^, Untersuchung eines Problems der Variatiofisrechnnng. 

Problems zusammengenommen, für welche die Conslante, die bei dem Integral 
der lebendigen Kraft zu der Kräftefunction hinzukommt, denselben Werth hat. 
An die Stelle einer kürzesten Linie auf der gegebenen Oberfläche tritt eine 
Auflösung des mechanischen Problems, an die Stelle der Contour der Anfangs- 
punkte eine Gleichung für die Anfangswerthe der Variabelen, an die Stelle 
der Forderung einer senkrechten Richtung der kürzesten Linien gegen die 
Contour der Anfangspunkte eine Bestimmung für die Anfangselemente der 
Variabelen, an die Stelle der festen Länge der kürzesten Linien ein fester 
Werth des Integrals der kleinsten Wirkung. Dann findet sich für die ose- 
chanischen Probleme ein Resultat, das dem angeführten Gaussischen Satze 
genau entspricht. 

Dem allgemeinen Variationsproblem, bei dem das Aggregat aus einer 
Form des p^^^ Grades von den Differentialquotienten der Variabelen und einer 
reinen Function der Variabelen auftritt, ist die Variation eines zweiten Integrals 
zugeordnet, das als eine Ausdehnung des Integrals der kleinsten Wirkung gelten 
kann. Das Element dieses zweiten Integrals ist die p^^ Wurzel aus einer neuen 
Form des p^^ Grades von den Differentialen der Variabelen. Diese neue Form 
correspondirt in dem angegebenen Sinne mit dem zuerst aufgestellten allge- 
meinen Variationsproblem und erledigt somit die vorhin aufgeworfene Frage. 
Auch die übrigen für das Problem der Mechanik gefundenen Ergebnisse bleiben 
bei dem betreffenden allgemeinen Variationsproblem bestehen und haben in- 
sofern die Eigenschaft, von den thatsächlich geltenden Voraussetzungen über 
das Mass des Linearelements und der lebendigen Kraft unabhängig zu sein. 

!• 

Es erstrecke sich der Zeiger a, und in der Folge auch der Zeiger 

6, c, • . . über die Reihe der Zahlen von 1 bis n^ und es bezeichne x^ ein 

System von unveränderlichen Grössen, / eine independente Variabele, von der 

die Xf^ abhängig gedacht werden, & eine Function der Grössen x^ und der 

dm 

ersten Differentialquotienten -^ = ^«9 welche die Variabele t explicite nicht 
enlbält. Dann beginnt die Untersuchung mit der Aufgabe, die Grössen x^ in 
der Weise als Functionen der Variabele t zu bestimmen, dass die erste 
Variation des zwischen festen Grenzen genommenen Integrals 

(1.) = r^dt 
für unveränderliche Anfangswerthe und Endwerthe der Variabelen x^ gleich 
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Nnll wird. Die DarsteUnn; der ersten Variation der Pnn<Aion & 

giebt das System Yon isoperimetrischen Differentialgleichungen 

Wenn man in (2.) das Zeichen 3 durch das Zeichen d der Differentiation 
nach t ersetzt, so entsteht die Gleichung 



(2*0 



Tt a\d^ dT"/^«"'" dt 



Ans dieser Gleichung folgen zwei verschiedene Schlösse, je nachdem der 
Ausdruck 

(4.) f^.;-» 

gleich Null oder von Null verschieden ist. Der erstere FaH tritt dma und 
nur dann ein, wenn & eine homogene Function dea ersten Grades von dea 
Grössen x^^^ mithin &dt eine eben solche Function von den Grössen dx^ ist. 
Dann lehrt die Gleichung (2*.) 9 d^^s ^^^er den n Gleichungen (3.) eme die 
Folge der (n— 1] fibrigen ist, und die zu bestimmende Abhängigkeit der 
Grössen x^ von der Variabele t besteht lediglich in der Abhängigkeit dieser 
Grössen von einander. In dem anderen Falle liefert die Gleichung (2 *.) das 
Integral des Systems (3.) 

wo H eine willkürliche Constante bezeichnet. In beiden Ffillen denkt man 
sich die vollständige Integration des Systems (3.) so ausgeßlhrt, dass die 
Grössen x^ uiid Xf^ für / = /y beziehungsweise den vorgeschriebenen Con<- 
stauten fl^a(O) und Xg{0) gleich werden. In dem Falle, dass der Ausdruck 
(4.) gleich Null ist, betrachtet man die (it— 1) Grössen x^ als von der übrig 
bleibenden Grösse x^ abhängig, und hat als wesentliche Integrationsconstanten 
die zu dem Werlhe 0?^^ = 05^,(0) gehörigen («— 1) Werthe a:,(0) und («— 1) 

Verhältnisse ^, ^ ■ Die Charakteristik J. mit der EinscUiessuiig in eine 

JoarnAl fUr Mmthematik Bd. LXXIV. Holt 2. 16 
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Klammer verbiindiBii, bedeote eioe Variiitioii, bei der a;«(0) ond a;^(0) gefindeft 
werden, / fest bleibt; die Charakteristik 3 ohne Klammer eine Variation, bei 
der auch / geändert wird ; die Hinzufflgung der Null bei einer Fanclion die 
Substitution x^^x^{(i)^ ^a = ^a(0). Alsdann giebt die Gleichung (2.) das 
Resultat 

(6.) (*e) = ^^(.xo-^-ga ,..(,) 

ond, weil 

de = {de) + & dt, dx^ = (Ja?,) + x^ (0) dt 

ist, das nficbste Resultat 

(7.) ,e = (*-^-g.0'Hf^*x.-f-|a,..(O). 

Sobald nun der Ausdruck (4.) gleich Null ist, so kommt 

(7» ) de = 2^öx.- ^im Ja,.(0), 

und die Grösse ist gleich einer reinen Function der Werthsysteme x^ und 
^.(0). Damit die Grösse eine eindeutige Function derselben sei, mflssen 
die Integrations werthe x^ von den Anfangs werthen o?« (0) beziehungsweise nur 

vm so viel abweichen, dass die (n— 1) Verhältnisse , ^ durch die Grössen 

Xf^ eindeutig ausgedrfickt werden können. Wenn dagegen der Ausdruck (4.) 
nicht gleich Null ist, so gilt das Integral (5.), und die Anwendung desselben 
auf (7*.) liefert die Gleichung 

(7»») d0^~Hdt^2^^dx,-2^^dx.{O). 

Damit die Grösse hier eine eindeutige Function der Grössen t, ar«, ^«(0) 
sei, müssen die Integrationswerthe rr« von den Anfangswerthen 0:^(0) nur om 
soviel entfernt sein, dass die n Grössen ar^(O) durch die n Grössen x^ ond 
durch / eindeutig dargestellt werden können. 

Jetzt sollen zwei Voraussetzungen Ober die Function & gemacht werden, 
ffir welche die entsprechenden Systeme von DifFerentialgleicbungen (3.) in einer 
genauen gegenseitigen Beziehung stehen. Sei f{dx) eine ganze homogene 
Function oder Form des p^^° Grades von den n Differentialen dx^^ deren 
Coefficienten von den Grössen x^ beliebig abhängen, und bei der die Deter- 

minante 



Sdj! 8dx ^^^^^ identisch verschwindet, sei die Zahl p gleich oder 
grösser als Zwei, U eine reine Function der Variabelen o?«, denn heisst die 
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erste VoraussetzoDg ^ . 

(8.) »=^K-w) + ^- 

Yermöge [derselben werden aus den Gleichungen (l.)r (3;)i (S.)? (7.) he^ 
ziehungsweise die Gleichungen 



(i-O e=^f{j{x'Hü)dt, 



d 



df(xO 



anzunehmen , dass die Determinante ^ f v» 



(5-.) (p-l)fix')'-U = H, 

(7-0. <y0 = -Ä<y/+^^jx.-^i||^<y*.(0). 

Bei der Integration des Systems (S"*.) ist auf Grund von frQheren Ansf&hmngeti 

, fflr die Substitution der Anfangs- 

werthe a?a = ^a(0), a?Ii=aJa(0) einen von Null verschiedenen Werth bekomme. 
Ich nehme ferner an, dass die Grösse {p — i)f{x')= U-\-H far dieselbe Sub- 
stitution einen positiven Werth habe, und dass die Integralion sich auf ein 
positives Intervall t—to beziehe, und zwar allein auf ein solches Intervall^ 
in dem die Grösse {p—\)f{x*) = U+H einen positiven Werth behfilt. 

Wofern die Function V nicht gleich einer Gonstante ist, so wird mit 
dem gewählten Werthe der Gonstante H die neue Form des p^^^ Grades vo« 
den n Differentialen dx^ gebildet 

(9.) n*.) = (^M.rVA*.). 

yienn aber U gleich einer Gonstante ist, so gelte die Gleichung 

(10.) F{dx) = ff{dx). 

An diese Form F{dx) schliesst sich die zweite Ober die Function i^ zu treffende 
Voraussetzung 



1 
d» \\P 



(110 * = KD) 



Die Werihverbindungen x^ und -^ sind dadurch besdirdnkt, dass die Form 

^rfT/ ™^ ^*^ Function U+H nur npsilive Werthe erhalten dflrfen; die p^ 
Wurzel abs einer positiven Chrösse soU afMs einen positiven Werth bezeichnen. 

16» 
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Durch (11.) verwandelt sich das Integral in das Integral 

(1*.) R =f{Fix')fdt =fm±^) ' {pn.x')fdt, 

beziehangsweise in das Integral 

(1 ' • ) R =/\F(x')ydt =f{pt{x')fdt, 

je nachdem ü nicht constant oder constant ist. Das System der isoperimetri- 
schen Differentialgleichungen (3.) geht in das System 



(3 •) d 5j g— - _ 



dXa 

Ober, welches, da die durch (11.) definirte Function & in Bezug auf die 
Grössen -^ homogen und vom ersten Grade ist, in Folge der oben ausge- 
sprochenen Bemerkung mit einem System von (»— 1) Differentialgleichungen 
zwischen den Variabelen x^ gleichbedeutend ist. Das System (3^.) kann ver- 
mittelst der Bezeichnung 

fAr ein nicht constantes U^ oder 

fBr ein constantes ü^ und einer einfachen Reduction folgendermassen dargestellt 
werden 



(3' 



'^ P \ dt Bx, 'Si dxj'^ P dt ex'. 



= 0. 



Die Gleichnng (7*.) liefert den Ausdruck für das vollständige Differential 
der Grösse R, die als reine Function der "Werthsysteme x, und x,{0) anf- 
gefasst werden kann, 

Fflr ein nicht constantes U ist derselbe gleich dem folgenden 



{7"*.) 



»-^ 
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fOr ein constantes ü hat man in (7^*.) die SobsUtation 

Yorsonehnien. 

Die Art der Beziehung zwischen dem System (S"*.) und dem System 
(3^*.) richtet sich nach dem mehrfach hervorgehobenen Umstände, ob die 
Function U gleich einer Constante ist oder nicht. In dem ersten Falle stird 

du 

die Ausdrücke ^— = 0, und es ist möglich, aus dem System (3'.) die Va- 

riabele t unmittelbar zu eliminiren *). Das Resultat dieser Elimination wird 
durch das System (3^*.) dargestellt; denn das System (3^} hat die Gleiehiuig 

\^ = 0, und deshalb auch die Gleichung -^ = zur Folge, und vermöge 

dieser Gleichungen und der Gleichungen -^— = ergiebt sich das System 

(3^*.) aus dem System (3''.)* In dem zweiten Falle, wo die Function ü 
nicht gleich einer Gonstante ist, kann man aus dem System (3''.) die Yariabele 
t mit Hälfe des Integrals (5".) eliminiren. Das Resultat dieser Elimination 
wird ebenfalls durch das System (3^*.) dargestellt; denn das Integral (5'.) 
des Systems (3^) ist mit der Gleichung 

(13.) n = \ 

aequivalent, und bei Hinzuziehung derselben folgt das System (3^* ) aus dem 
System (3^). Da die Yariabele / in dem System (3^*.) nur formell auftritt, 
so kann man statt derselben auch eine beliebige Yariabele x^^ aus den 
Yariabelen x^ substituiren und dadurch, wie schon erwähnt, die (n— 1) 
anderen Yariabelen x^ von dieser abh&ngig machen. Unter den n DiAtorentlal^ 
gleichungen des Systems (3^*.) sind dann immer it—1 von der Beschaffniheit, 

dass vermöge derselben die n — 1 zweiten Differentialquotienten .^^^ ein^ 

deutig durch die ersten Differentialquotienten und die Yariabelen ausgedrflcl^ 



öY(a/) 



nach den Elementen 



werden. Denn die n Ableifongen der Determinante ^ i ^ , 

OXa dx% 

^ f\, können nicht sümmtlich verschwinden , ohne dass die DetOTmiaanle 

ebenfalls verschwindet. Sobald nun das System (3^*!) in der oben bezeich- 
neten Weise vollständig integrirt ist, so dass dem Werthe x^^=^x^^{0) die 
Werthe der Yariabelen x^ = x^ (0) und die Werthe der Differentialqnotienten 



*) ünUrMuckungm^ in Beirtf der ganten homogenen FuneHönen wm n IMfirenHalem, 
d. Jonmal Bd. 70, pag. .88. * t^; v .. .::; t^ 
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— L==fiL2 entsprechen, dann ergiebt sich eine voUsISndlge Integration des 

Systems (S''.)? bei der für den Werth t^t^ die Variabelen x^ und die Dif- 
ferentialquotieiiten ~- die correspondirenden Werthe x^{0) und x^{0) an- 
nehmen durch AusfahruQg einer einfachen Integration. Die Abhängigkeit der 
Variabele x^ von der Variabele / wird bei einem consUinten U darch die 
Gleichung 

bei eineiB nicht constanten U darch die Gleiobang (13.) 

ß =5 1 

dargestellt Daher entsteht fflr den letzteren Fall die Gleichung 

p 

dx 

dx». 

r U4-1 

lind fQr den ersteren Fall die Gleichung 



i-i. - J ]/- 



(14.) *-^-.; y — jTw^^- 



.. - -s-m 



) 



(U«) *-t,=J |'-MJ#-'^-- 

Wenn dagegen das System (2f.) in der vorgeschriebenen Weise yoU- 
ständig inlegrirt ist, so liefert die bezfigliche Elimination Ausdrücke der 
Variabelen x^ durch die Variabele x^^ welche das System (3^*.) unter den 
eBtiprechenden Bedingungen vollständig integriren. Vermöge der Integration 
des Systems (S"".) entsteht fQr das Integral Ry sobald U nicht constant ist, 
aus (l^) die Gestalt 

(15.) R =ff({x')dt, 

u 
wann aber V constant ist, aus (1^*) die Gestalt 

(15>) Ä ^ Cp/«(^'(0)))^(<-A,). 

2. ■ 

Eine Hanptabsicht der gegenwärtigen! Untersuchung geht auf die Er- 
örterung des Zusammenhangs, der zwischen dem System von isoperimetrischen 
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Differaufialgleichiingen (3^) bei einer gaos beliebigen Poectioii U und den 
Eigenscbafteii der Form F(c{fl;) beeteht. leb werde sa dieaem Bebmfe zuiAehst 
die Zahl p = 2 voranseetseD und die Bedeoliing aestpredieQi welehe die bia 
jetzt eingefflhrten Begriffe in dem Gebiete der reellen Mechanik haben. r- 
Wenn ein System von Hassenpunkten gegeben iat, fOr dessen Be- 
wegung von der Zeit unabhängige Bedingungsgleichungen zwischen den Co- 
ordinalen ezistiren, und die herrschenden Krtifte dtfoh eine Krftfiefnnctiön 
dargestellt werden können , so denkt man slöh die Coordinäten der Massen^ 
punkte durch n independente Variabele ot« ansgedrflckt, und ea sei die Zeit 
gleidi t, die Summe der lebendi^n Krfifte des Syfltemsgleioh der ^adnn 

tischen Form ^f\'jr)'> die KrSftefnnction gleich der Function U. Dann er- 
giebt nach der Bemerkung HamUtons das Yariationsproblem des Integrals (1'.) 



e =-f'{f{x') + V)dt 



das Syelem der Diff'erentialgleichungen der Bemegung {'S".) 

dxa dKxT) du ^Q . 



dt dXa dWa 

und die Gleichung (5".) 

wird das Integral der lebendigen Kraft. Gleichzeitig erhSlt das Integral (l^) 
die Gestalt 

R = r2iu+H)^{rix')ydt, 
i. 

welche Jacobi dem Integral der kleinsten Wirkung pag. 43 der Vorlesung^ 
über Dynamik gegeben hat, und das System (3\) wM da$ Sgetem der Dif-- 
ferentialgleicbungen der Bewegung, das aus dem Fri»cip der kfeimten Wirkmg 
folgt. Jacobi hat an der angefahrten Stelle die Reduclion des Systems (3^.) 
auf das System (3''.) unter der Annahme entwickelt, dass die Massenponkt^ 
frei sind, oder, dass fär posiüve Constanten ^«die Form 2f{dx)^£/^^dxl ist. 
Das Integral der kleinsten Wirkung R verwandelt sich vermAge der 
Gleichung (15.) in das Integral 

R = r2f(x')dt, 

i. 

welches Hamilton als die angehäufte lebendige Kraft benaichnet, und diMef 
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geht durch die Bnfahrniig der Grössen x^ und x^ (0) in die Function Aber, 
weldie HamUkm die ckarakterietieehe FmwHan des mechamscken PreMems 
wxaA. ]>as yoUstflndige Differential derselben wird nach (7^*.) durch die 
Gleichunff 

(...) .Ä = (^)'^igl,.._(^)',..(0, 

dargeateliU Sie ent^rjchl, sobald 2f{ßx)^Sfi^dqs\ ist, der Gleichung (ü4.) 
auf pag. 251 der luigefihrten ibms/tofischen Abhandlung; nur der Werth H^ 
der gegenwärtig als fesl gilt, w;ird bei MamUtofi ebenfalls variirL Die chu-^ 
rafctcuristische Function J2 hat yennöge der Gleichung (1^.) die Ableitungen 

dR , /t^+gy a/(a/) 

Wenn nun die quadratische Form f{dx)^ ihre Determinante und ihre adjungirlen 
Elemente, wie folgt, bezeichnet werden 



(17.) . ... 3J 



dR BR 

SO liefern die Ausdrflcke von ^ — und —. — jr^ die beiden Hamiltonschen pc^r^ 
Hellen Differentialgleichungen 

(,8.) j? '';' If. g =2(Ü+H), 

Die so eben unter der Voraussetzang /? = 2 aufgestellten Formeln beziehen 
sich sfimmtlich auf diu nicht constantes ü; die entsprechenden Formeln , bei 
denen U conslant ist, werden aus den ersteren durch die Substitution 

(lo»*.) 2(1^+^^) = 2(D;,+J5r) = 1 

abgeleitet. 

Der Zusammenhang zwischen dem System der Differentialgleichungen 
der Bewegung {$''.) und der quadratischen Form 

(9*.) Fidx) = 2iU+H)2fidx) 
gründet sich darauf, dass die dem Bewegungsproblem zugehörige partielle 
Differentialgleichung (18.) als eine Transformationsrelation dieser Form auf- 
gefeait -werden kumh 
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Bei dem Problem der kürzesten Linie auf einer gegebenen Oberfläche 
hat Gmts9 diesen Zusammenbang in den disquisitiottes genercUea circa super^ 
fieies emna» kennen gelehrt. Der Ort eines materiellen Punktes, der sich 
anf einer gegebenen Oberfläche bewegen muss, und auf den keine beschleuni- 
genden Kräfte wirken^ sei durch die independenten Variabelen x^^ x^ bestimmt, 
4m Quadrat des Lineareiements in der Oberfläche habe den Ausdruck 

Dann misst das Integral R den von dem Orte {x^ (0), Xj (0)) bis zu dem Orte 
(oTi^Xs) durchlaufenen Weg des Punktes, und dieser Weg muss nach dem 
Princip der kleinsten Wirkung ein Minimum sein. Wenn nun durch 4> der 
Winkel oder eine beliebige Function des Winkels bezeichnet wirtl, den das 
Anfangselement der von dem Orte (o^i (0), a^ (0)) ausgehenden kürzesten Linie 
mit dem Element dxi bildet, so kann man die Grössen R und ^ als neue 
Yariabele statt Xi und x^ einführen und erhält nach art. 19. der angeführten 
Schrift die Transformation für das Quadrat des Linearelements 

2f{dx) = dR^+m^d<P\ 

Die Coefficienten der Form, die zu der neuen Form (1,0, m^) adjungirt ist, 

durch die Determinante m^ dividirt, sind die Grössen 1, 0, — ?• Dieselben 

werden vermittelst der Coefficienten der ursprünglichen Form, wie folgt, aus- 
gedrückt 

Die beiden ersten dieser Gleichungen sind die Gleichungen (5.) und (6.) in 
art. 22. der disquisitiones generales. Die erstere fällt überdies mit der obigen 
Gleichung (18.) zusammen, da in derselben für den vorliegenden Zweck 
1/"= und 2{U+H) = i genommen werden muss*). 

Herr Beltrami hat eine analoge Betrachtung für den Fall durchgeführt, 
dass f{dx) eine beliebige quadratische Form, und die Function 17=0 ist; 
diese Betrachtung ist jedoch allein auf geometrische, nicht auf mechanische 



*) Weingarten: lieber die Flächen, deren Normalen eine gegebene Fläche berühren; 
d. Journal Bd. 62 pag. 63. 
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Yorstellongen bezogen. Aus den Forschungen Jaeobis^ welche an die Dif- 
ferentialgleichung (18.) anknöpfen, muss ich namentlich das Resultat heraus- 
heben, dass jedes vollständige Integral dieser Differentialgleichung eine Yoil^ 
stfindige Integration des zugeordneten Systems von mechanischen Differential- 
gleichungen {S".) liefert. Die Untersuchung der Transformation der in (9.) 
und (10.) definirten Form des p^^ Grades F{dx) wird auch eine Begründung 
jenes von Jacobi gefundenen Resultats ergeben. 

3, 

Ein System von neuen Variabelen, das zur Transformation der Form 
F(dx) dienen soll, wird aus der vollständigen Integration des Systems von 
Differentialgleichungen (3^.) abgeleitet. Nachdem die (»— 1) Variabelen x^ in 
der angegebenen Weise durch die Yariabele x^^ ausgedräckt sind, stelle man 
das Integral R durch die Gleichung 

(20.) «=/'^(F(^))X 

als Function der Yariabele x^^ dar. Hierauf betrachte man, die Beziehung 
umkehrend, x^^ als Function von R. Dann werden auch die Integrations- 
werthe der Variabelen x^ von R abhängig, und man erhält AusdrQcke der 

sämmtlichen Variabelen x. durch /?. durch die («— 1) Verhältnisse ^, ^ und 

^c,(0) 
durch die n Grössen rr^(O). In diesen AusdrQcken werden die n Grössen 

a;^(0) als constant angesehen, und die Grösse R in Verbindung mit den (n—i) 
Verhältnissen / "^ bildet ein System von neuen Variabelen, das dem gegen- 

wärtigen Zwecke entspricht. Nach einer in dem ersten Artikel gemachten 

X (0) 
Bemerkung müssen die Verhältnisse , ^ eindeutige Functionen der Grössen 

x^ sein, damit R eine eindeutige Function dieser Grössen werde. Ich setze 

x CO) 

voraus, dass die Verhältnisse , -^ und die Grösse R diese Beschaffenheit 

^c, (0) 

haben, dass also die Variabelen x^ unabhängige Functionen der neuen Variabelen 
sind *). Ein allgemeineres hier anwendbares System von Variabelen entsteht 



*) Auf den Inhalt dieser Forderung bezieht sich der Aufsatz: Beiträge zu der 
Theorie der Umkehrung eines Functionensgstems, Nachrichten d. K. Gea. d. Wiss. sa 
CKUtingoU; 1870| November. 
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dadnrch, dass man %n der Grö^e R ein System von (fi-*l) beliebigfen nn-^ 



abhängigen Functionen *2 9 *3 9 ... *. der (n— 1) Verhältnisse -^^ hin- 

«c, (0) 
zufQgt. 

Es gewährt ein Interesse, zn beobachten, in welche Abhängigkeit die 
Grösse R von der Yariabele t treten muss, damit aus der Integration des 
Systems (3^) die Integration des Systems (3^) hervorgehe. Nach der De- 
finition von R ist 

dR /„/"dxWP 



(«••■) ^-{"W) 



Hieraus folgt, ivenn U nicht eonatant ist, yermöge des Integrals (5".) die 
Gleichang 

dt ~ p-i » 
und es kommt, weil R für t = tt, verschwindet, die BeziebuBg 

(21.) t-t^ =y j^fjj^' 

Wenn dagegen U constant ist, so gilt die oben gebildete Gleichung (15*.), 
and man hat 

Aus dem System der n Variabelen R, , "^ folgt auch ein zweites 

^c, (0) 

System von n Variabelen, das zwar nicht fär den Zweck der vorzunehmen- 
den Transformation geeignet ist, doch für sich selbst Beachtung verdient. 
Es ist das System 

(22.) — fi^2I^/j^ 

(F,(a:'(0)))F 

bei welchem die Brüche ^^- — p nur von den n— 1 Verhältnissen , ^ 

abhängen. Die Eigenschaften dieses Systems kommen zur Erscheinung, so- 
bald man bei den behandelten Variationsproblemen statt der Variabelen x^ ein 
beliebiges System von neuen unabhängigen Variabelen tff, einfährt. Die trans- 
formirten Systeme von isoperimetrischen Differentialgleichungen denkt man 
sich so integrirt, dass die Constante H den ursprönglicben Werth behfilt, and 

17» 
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da8S die Anfangswerlhe ^^(O), ^»(0) mit den Anfang^werthen a:«(0), »i^(O) 
correspondiren. Es komme alsdann 

,23 I näx)= g{dy\ 

\F{dx) = (?(rfy), 



80 wird 



R =/\Fix'))'dt =/\Q(9')ydt, 



U 



P 



^iw = f (^),y;(0). 

Wenn man nun fflr die transformirten Yariationsprobleme das System (22.) 

bildet, so geht sowohl das Integral R wie auch der Ausdruck C/^u(^'(0))) 
in sich selbst Aber, und die neuen Grössen 

(250 -J^i^Ä 

(^«(y'CO)))^ 

sind mit den Grössen (22.) durch lineare Gleichungen von conslanten Coef- 
ficienten verbunden. In dem Fall, dass (7constant ist, hat man F{dx)^pf{dx\ 
und es werden die Ausdrücke (22.) durch die Gleichung (15*.) gleich den 
Ausdrücken 

^UO)(<-/o), 

welche, d. Journal Bd. 72, pag. 4, als die Normalvariabelen der Form f{dx) 
bezeichnet sind. Die Ausdrücke (22.) spielen für die Form F{dx) eine 
gleiche Rolle, und mit Hülfe derselben ist es möglich, die in Betreff der Form 
f{dx) angestellten Speculationen auf die Form F{dx) zu übertragen. Da die 
Variabelen x^ = x^{0) werden, sobald R gleich Null wird, so ergiebt die Ent- 
Wickelung der Grössen x^^ welche das System (3*.) vollständig integriren, 
nach den Potenzen der Yariabele R bis auf Glieder der ersten Ordnung 
die Gleichungen 

(26.) X, = x,{0) + —I^^R. 

Die Glieder der ersten Ordnung selbst sind die Normalvariabelen (22.)} und 
diese Eigenschaft begründet eine Definition ^derselben. 
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Wenn man die Differentialion der Grössen x^ nach der Yariabele t 
durch eine Differentiation nach der Yariabele R ersetzt, so folgt aus (20*.) 
die Gleichung 

mithin durch Substitution der Anfangswerthe auch die Gleichung 

dx 

0- 



(28.) p4-wX) = ^' 



In der Gleichung (7**.) sind die Ausdrücke — \ homogene Functionen 

dXa 

der Grössen x'i von der Ordnung Null, die Ausdrücke ^ o\ ^ ))) eben- 

solche Functionen von den Grössen xl{0). Deshalb kann die Differentiation 
nach R für die Differentiation nach t unmittelbar eintreten, und es entsteht 
die Gleichung 

Dieselbe verwandelt sich, wenn beide Seiten mit dem Factor R^^ multiplicirt 
werden, vermöge der aus (27.) und (28.) folgenden Relation 

(27*) Ä" = K^ä) = F«((^)ä) 

in die Gleichung (12.)) d. Journal Bd. 72, pag. 7, sobald (-3^) R durch u^^ 

dx 

-j^ R durch r«, F{dx) durch pf(dx)^ Fo{dx) durch pf^iidx) ersetzt wird. 

Diese Gleichung ist das wesenUichste Hülfsmittel für die dortigen Unter- 
suchungen. 



4. 

Wenn man die n Variabeleu x^ durch die im vorigen Artikel bestimmten 
neuen n Variabeleu R^ ^29 ^39 •• • ^n ausgedrückt hat, so sind die partiellen 
Ableitungen -^ nichts anderes, als diejenigen Ableitungen, welche soeben 
dx 

mit -T^ bezeichnet sind; denn bei der Differentiation der Integrationswerthe 
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x^ nach der Grösse Ä werden die (n — 1) Verhältnisse , ^ nicht berQhrt. 

«c. (0) 
Demnach, und weil die Grössen ara(O) überhaupt als constant gelten, folgen 

aus (29.) und (27.) die Gleichungen 

(30.) dR = 2 /:^\^' «Jx. 
and 

Die Verbindung derselben liefert das Resultat 

(82.) dR = -2: //^^ ix,. 

Hieraus iSsst sich die Grundeigenschaft der Form entwickeln, in welche F{dx) 
durch die Substitution der Variabelen R, 4>2^ ... 4». übergeht. 

Gesetzt, die Form F{dx) werde, wie in (23.), durch die Substitution 
eines beliebigen Systems y^ transformirt ; dann sind die dx^^ lineare Functionen 
der dy^. Das Gleiche gelte von den ^Xf^ und den Jy^, dann gilt es auch von 
den Aggregaten dx^-\'dxa und dy^^ + ^y^^. Man hat also die Gleichung 

F{dx+dx) = G{dy-\-Sy\ 

und bei einer Entwickelung der beiden Seiten müssen diejenigen Aggregate 
links den Aggregaten rechts gleich sein, in welchen der Grad in Bezug auf 
die dx^ dem Grade in Bezug auf die dy^^ und der Grad in Bezug auf die dx^ 
dem Grade in Bezug auf die dy^ respective gleich ist. Wenn man die Dif^ 

dx 

ferentiale dx^, der Einschränkung unterwirft, dass dx^^-^dyi sei, so sind 

die Differentiale dyi^ dy^^ ... dy^ gleich Null zu setzen. Unter dieser Vor^ 
aussetzung giebt die Gleichsetzüng der Aggregate, die nach den dx^ und den 
dy^ von der ersten Ordnung sind, die Relation 

,33.) ^^.x. = ..^.^Jjj^ ^^'^'- 

In G{ßy) sei das Aggregat der Glieder, welche dy^ in der p^^^ und (p— 1)^«** 
Potenz enthalten, das folgende 

(34.) G.dy^^pG.dyr'Sy^^r-'+pGjyr'dy^', 



^ 
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dann folgt aus (33.) tmter Fortlassang des Factors dy^"^ die Gleichung 

(35.) Z—^3x, = p(G,^y,+ "' + GJy,). 
Ich betrachte nun die Transformation der Form F{dx\ bei welcher 

ist; die linke Seite von (35.) wird gleich der rechten Seite von (32.), in 
die Zahl p multiplicirt, und aus (32.) folgt die Relation 

(36.) ÖR = G,dR+G^d<p2+-' + Gj<P,. 

Also bestehen nothwendig die n Gleichungen 

(36*.) Gi = l, 02 = 0, . . . G. = 0, 

und es gilt das 

Theorem L Wenn man die Form F{dx) durch die Einführung der 
Yariabelen R, ^29 • • • *• transformirt , so ist in der resuUirenden Farm der 
Coefßdent der Potenz dR^ gleich der Einheit ^ and die Coeffidenten der (»— 1) 
Verbindungen rffi''-'rf*2/ . . . dR^'U^P^ sind gleich der Null 



5. 

Das in dem vorigen Artikel definirte System R, ^29 ^39 *.• ^» hat 
vermöge seiner Entstehung die Eigenschaft, dass das Constantsetzen der n— 1 
Yariabelen ^29 *" ^» eine Integration des Systems von Differentialgleichungen 
(3^.) darstellt. Insofern entspricht dem bewiesenen Theorem als Umkehrung das 

Theorem IL Wenn die Form F{dx) durch ein System von neuen Vor- 
riabelen yi, ya^ .•• y« in eine Form G{dy) übergeht^ bei der der Coefßdent der 
Potenz dy^i gldch der Einhdt ist, und die Coeffidenten der (n — 1) Verbin- 
dungen dy^"^ dy2y ... rfyp* dy^ gldch der Null sind, so wird das System von 
Differentialgleichungen (3^.) durch das Constantsetzen der (« — 1) Functionen 
»2 9 tf 3 9 ... yn integrirt. 

Da das Integral R durch die Einföhrung der Yariabelen ^i, 2(29 • • . y«? 
wie in (24.), die Gestalt 



« =/'(«m'* 
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annimmt, so tritt an die Stelle des Systems (3^.) das System 

(37.) —lf--'J^'=o. 

dt dya 

Hier ist jede Gleichung eine Folge der (»--1) übrigen Gleichungen; daher 
genagt es, die (^ — 1) Gleichungen zu betrachten, in denen a = r ist, wo r 
die Reihe der Zahlen 2, 3, ... ^ durchläuft. Aus den über die Form G{dy) 

geltenden Voraussetzungen gehl hervor, dass die Ableitungen ^ Aggre- 

dyt 

gate sind, von denen jedes Glied die Grössen y'z^ ... yi mindestens in der 

ersten Dimension enthält, und dass die Ableitungen J^^ Aggregate sind, 

von denen jedes Glied die Grössen ^2? ^3? •• • y'n mindestens in der zvi^eiten 

Dimension enthält. Die (n— 1) Gleichungen (37.), in denen a = r ist, vi^erden 

deshalb erfüllt, sobald man die {n—\) Differentialquotienten j(| = annimmt. 

Also ist die Behauptung gerechtfertigt, dass das Constantsetzen der (^— 1) 

Fnuctionen y^ 

(38.) y, = y,(0) 

eine Integralion des Systems von Differentialgleichungen (3^.) liefert. 

Der Ausdruck der Function R gestaltet sich bei der Einführung dieser 

Integrationswerthe sehr einfach. Durch die Gleichungen ^^=0 wird G[y*) = {ti^/*^ 

und deshalb, so lange yi positiv ist, (G(y'))'* =yl; mithin ist R, wie folgt, 
ohne Integralzeichen darstellbar 

(39.) R = yi-yi(O). 

6. 
Die Darstellung des exacten Differentials der Function R in (30.) ent- 
hält das Schema zu einer Aufgabe, die mit der Hamiltonschen partiellen Dif- 
ferentialgleichung für die Function R äquivalent ist. Die Aufgabe ist die, eine 
Function P der n Yariabelen x^ zu bestimmen, deren exactes Differential 
die Bedingung 

(40.) dP = JSÜ^^Öa^, 

befriedigt. Hier treten von den n Grössen $«? die in F{dx) statt der Dif- 
ferentiale dx^ substituirt sind, in den n Gleichungen 
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MF die (»— i) Yerliftltiiwe auf, und die Eliminaüoii dieser Yerhftltnisse aas 
den n Gleichangen bringt die HamiUanBche partielle Differentialgleichang ffkr 
die Function P hervor. Unter der Yoraussetsung, dass die Zahl p = 2 ist, 
eoMeht auf diese Weise di6 obige Gleichung (18.). Wenn dagegen /i> 2 
ist, so stehen der wirklichen Ausführung jener Elimination erhebliche alge-^ 
braische Schwierigkeiten im Wege; fflr den gegenwärtigen Zweck ist aber 
die Möglichkeit der Elimination ausreichend. 

Die Function R ist ein eoUständiges IntegnU der Forderung (40,) ver- 
möge der in R enthaltenen n willkürlichen Constanten 0:^(0). Wenn nun 
ein beliebiges vollständiges IntegrcU der Forderung P, mit den willkürlichen 
Constanten Ci, c^, ... c^, vorliegt, und wenn P in Verbindung, mit (»— 1) 

von. den Ableitungen -^ ein System von unabhängigen Functionen der Ya- 

nabelen x^ darstellt, so verwandelt sich die Form F{dx) durch die Ein- 
ffibrung dieses Systems von neuen Yariabelen 

(«.) p, *,=f , *,=f, ... *.=^ 

in eine Form von denselben Eigenschaften, wie durch die Einführung des 
Systems ß^ ^29 ^3) • • • ^«. Ib Artikel 4. Um dies zu begründen, hat man 
nur zu zeigen, dass die in Bezug i^if das System (42.) gebildeten partiellen 

Ableitungen -^ die Gleichungen 

.. j_ . 

dx\\p 



und 



(43.) dp = S ^^\»f[' i^ 



(44.) F(^)=l 

erfüllen, die den obigen Gleichungen (30.) und (31.) entsprechen. Denn 
die Schlüsse des gegebenen Beweises sind allein auf diese Gleichungen 
gegründet. 

Die Substitution der Grössen 1« statt der Differentiale dx^ in (40.) 
ei^ebt die Gleichung 

Durch die 6Ieichtattg0n (41.) sind die YerbUtnisse^er Grössen ^^ in ihrer 
Abhängigkeit von den Yariabelen x^ und. den Constanten C|, «s, ... c, dea 
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Integrals P bestimmt. Die Grössen ^^ werden Yollstäadig bestimmt, Bobild 
iftan zwischen denselben noch die Gleichong 

(46.) F(^) = 1 
•nnimmt. Dnrch partielle Differentiation naeh einer im Conslanten Of folgt 
ans (45.) Hie Gleichung 

(47.) 2:^:^i.+s^^=2:'-mt^.: 

die dorch die Rislatidn (41.) in die Gleichung 

übergeht. Dieselbe lehrt, wenn f alle Werthe von 1 bis n durchlfinft, dass 

SP QP SP 

die Fnnctionaldeterminante der n Ableitungen -3—, -3—, ... ^— in Besug 

auf die n Varlabelen x^ gleich Null sein muss, oder, dass diesd n Ableitungen 
nicht von einander unabhängig sein können. Setzt man f = ¥ = 2, 3, . . . n, 

S'P 

ferner nach (42.) 4if^=z-—^ und verbindet die Gleichungen (45.) und (46.), 
so entsteht da9 System von n Gleichungen 

-s4^i. »1, 



« dXa 






da nun vorausgesetzt ist, dass die Functionen P, 4^^ in Bezug auf die Ya«- 
riabelen x^ von einander unabhängig sind, so zieht das System (49.) die 
Gleichungen 

(50.) h = ^ 

nach. sich. Demgemäss folgt aus (40.) die Gleichung (43.), und aus (46.) die 
Gleichung (44.), welche Gleichungen bewiesen werden sollten*). 

7. 
Wie man so eben gesehen hat, erfüllt das in (42.) definirte System 
von Variabelen P^ ^, die Bedingungen, welche in dem Theorem des Artikels 5. 

■ ■ > ■ ■ ■ ■! ■ 11— ^»^i—» 

*) Es ist leicht einzusehen, dass, wenn man die Function JP mit (11--I) nnab- 

SP 
h&ngigen Functionen der (n^V) Functionen -^— verbindet, auch ftir dieses System 

von neuen Variabelen der gelieferte Beweis in Kraft bleibt; doch habe ich diese Ver- 
allgemeinerung absiphtliph nicht in die Formeln des Textes, eingeführt Oquss bezeichnet 
den ganzen Umfang der willkürlichen Functionen bei seinem Problem äisqu. gen. drca 
superf. curv. art. 29. « 



i . ' / ■ .\\ 
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iweise ffir das System von Yariabeleii yi, jf, voraosgesetzt werden. 
Also wird das System von Differeniialgleichungeji (3^) dtorch die {n^l} 

6l9ichmigen 

(51.) *, = *,(0) 

iategrirt^ wo das Anhingen der Null, wie früher, die Sobsütutioa der Werthe 
x^==x^{0) andeutet. Ferner giebt die Gleichung (39.) t unter der Vorajis^ 

Setzung, dass -^ positiv ist, oder dass P auf dem Wege der Integration Stents 

zunimmt, ffir den Werth R die Bestimmung 

(52.) Ä = P~P(0). 

Die partiellen DifferentialquoÜenten -^ , bei denen ^29 ^39 • • • ^i. constant 

dx 

bleiben, ^d dempäob gleich den Differentialquotienteii -^, die sich auf die 

Integration des Systems (3^.) beziehen; aus (50.) folgen auf diese Weise 
die Gleichungen 

ans (41.) die Gleichungen 



BB ^«W)) 



P 



Bei den Gleichungen (53.) ist die Gleichung (46.) eme. nothwendige Voi^aus- 
se^iuiig;jrQr die Yerhft^wse der Grössen ^, welcbci dureh die Gleichungen 
(41.) oiine diese Voraussetzung bestimmt sind, gelten die Gleichungen 

■ ; • ' '•■.•• . ...: ■ *■»,.■■ " -. - ' 

1 



(53»;) ^' - *** 



dR 

I 

Densel^ eai^rei^en die ans (5.4<) alitgeleileton Qleiclum|:^n 






dP ^fdx^ 






•^K-Sä/ " ' 



18» 



140 



Lipsckit*, Untersuchung eines Problems der VariaUonsredmung. 






Aus den (is—l) Integralen (51.) des Systems (3^) kann eine voll- 
ständige Integration desselbeji abgeleitet werden, die den in Artikel 1. ge- 
stellten Bedingungen genügt. Zu diesem Ende hat man in (bS*.) oder (b4*.) 
die Werthsysteme Xf, = x^{0)^ x^ = x^{0) zu substituiren und bekommt, da 

in den Ausdrücken rechts -^ durch -^ ersetst werden darf, respedive die 

Systeme von Gleichungen 

lc(0) _ 



(53»».) 



(54**0 






^ dX(/o 

Vermöge des einen oder des anderen 



d< (0) 

Systems sind die Cönstanten e. 



als Functionen der Verhältnisse 



fc(0) 



darzustellen und in die Gleichungen 

(51.) zu substituiren; dann bestimmen diese die gesuchte Abhängigkeit der 
{n—i) Variabelen x^ von der Obrig bleibenden Variabele x^^. 

Die Gleichungen (14.) und (14*.) geben an, wie die ausgeführte In- 
tegration des Systems {S^.) zu der Ausführung der entsprechenden vollstän- 
digen Integration des Systems (ß°.) angewendet werden kann, und damit ist 
die Methode Jacobis begründet, vermöge deren ein vollständiges Integral der 
Forderung (40.) eine vollständige Integration des Systems von Differential- 
gleichungen (3(*.) liefert. 

In dem Falle, dass die CoefBcienten der Fottn F{dx) constant sind, 

wird das System (3^.) dadurch integrirt, dass man die Verhältnisse -^ gleich 

den Constanten Anfangswerthen , ^ setzt und hieraus die Gleichungen 

«^c, (0) 



(55.) 



Xt — x^ (0) 



^c(O) 



^c,-a;c,CO) ar;^(0) 

deducirt. Demnach werden die Ausdrücke auf der rechten Seile von (54!j, 
wo die Werthe x^ das System (3^.) integriren, gleich Constanten, und es 
entsteht das Resultat, dass die Gleichungen 

von denen (fi— 1) die übrig bleibende zur Folge haben, ein System von (it— 1) 
Integralen des Systems von Differentialgleichungen (3^) bilden, welches mit 
dem System von {n—X) Integralen (51.) äquivalent ist. 
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5. 

Die Gleichung (52.) eröflftaet einen neuen Gesichtspunkt zur Betrach- 
tung der (n — 1) Integrale (51.) bei einer belielugen Form F{dx). 

Ich fasse die Anfangswerthe x^ (0) zusamnaen, ffir welche die Function 
P(0) gleich einem beliebig gewählten festen Werthe A ist; diese Anfangs- 
systeme bilden mithin eine Mannigfaltigkeit der (n — 1)^^^ Ordnung. Zu jedem 

X CO) 
System x«(0) werden die (n—i) Verhältnisse , durch die Gleichnngeii 

(54 **.) bestimmt, und die betreffende Integration des Systems (3^.) bezeichnet 
fBr dfie Yariabelen x^ eine bestimmte Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung. 
Die Totalität dieser Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung vrirä durch d!e 
(n— 1) Integrale (51.) in Verbindung mit der Gleichung 

(57.) P(0) = ^ 

dargestellt. Wenn man nun diese Mannigfaltigkeiten von den Systemen tr^^O) 
an in dem Sinne fortsetzt, dass die Function P stets zunimmt, und soweit 
führt, dass ffir alle Ekidsysteme x^ die Gleichung 

(58.) P ^ B 

gilt, wo B wieder ein fester Werth ist, so lehrt die Gleichung (52.), dass 
das Integral R in allen denselben Werth 

(59.) Ä = B^A 

erhalt. Gleichzeitig haben ^ie Verhiltnisse ^r Elemente -f 9 welche der 

Mannigfaltigkeif der {n—iy^^ Ordnung von d^n £ndsys(emen x^^ P=B, ent- 
sprechen, die EigenHchaft, die Gleichungen (54*.) zu erfüllen, welche mit 
den Gleichungen (54**.) von gleicher Gestalt sind. 

Wenn man bei der anj^estellten Ueberlegung statt des Integrals P die 
Function A(r(0), or) substituirt, welche durch die Gleichungen r« (0) = or. (0), 
x^ = Xa aus der Function R hervorgeht, und zugleich die Constante A von 
der positiven Seite gegen die Njill abnehmen )A^l^ so ^ ppnvergift die Mannig- 
faltigkeit der (»— 1)^^ Ordnung jB(x(0), a:(0)).= 4, g^_?ß» :d*? f«Wi^e Werth-;- 
System fl?«lO)^r«(0)*), und das entsprechende Ergebniss wirft ein neues 
Licht auf die Function A(r(()), x) und ihre Ableitungen in Bezug auf die 



• • • ■ • 

*) In casu nostro circulns innnite parvus adoptari potest, centruro in eo puncto 
»ii^) a quo distantiae^r nooirtpaiitur; iisfm^ifm^iiircm^suiiiarfm am^i afU'jHk . V\ 
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Constanten Xa (0). Diese Ableitungen werden nach (29.) durch die Gleichungen 

ausged^rfickt, sobald statt der Bezeichnung r« (0) die Bezeichnung x^^iO) eingefBhrt 
ist, und stehen in einer einfachen Beziehung zu dem System der Normal- 
variabelen (28.). 

Auf dem eingeschlagenen Wege findet sich auch die Lösung der Auf- 
gabe, wenn das System (3^.) vollständig integrirt ist, ein Integral P der 
Forderung (40.) zu ermitteln, bei welchem die Gleichung 

(60.) P ^ A 

dieselbe Mannigfaltigkeit der (»—1)^^ Ordnung f&r die Variabelen Xa bestimmt 
wie eine gegebene Gleichung 

(61.) JR = A 

Hier bedeutet A, wie früher, einen conslanten Werth, 8t eine willkOrlifili 
angenommene Function der Variabelen Xa. 

Vermöge der Integration des Systems (3^.) seien die Verhältnisse 

^7^ und die Grösse R, wie in Artikel 3, 4iurch die Systeme von Wartben 

«c,(0) 

Xf^ und x«(0) ausgedrückt. Man setzt nun fest, dass das Anfangssystem ^«(0) 

der Gleichung 

(62.) 91(0) ^ A ' ■ ■ 

genüge, und dass die Verhältnisse der Anfangselemente ^,^ ' durch die (ii— t) 

Gleichungen 

fM^ ' v^rA _ 34(0-) 

bestimmt werden. I>äs Fortschreiten der Variabelen x^^ in der Mannlgfiltlg- 
keit der ersten Ordnung, welche durch die Integration des Systems (8^.) be- 

-^J dt positiv wird. Ann 

den n Gleichungen (62.) und (63.) determinirt man die Grössen 0:^(0) als 
Functionen der Grössen x« und substituirt diese Ausdrücke in die Function 

Ry welche dadnrck «i die Fnnetion 12 tbeifehen mAfcu Dann wind das 




\ 
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gesuchte Integral P durch die Gleichung 

(64.) P =R+A 
dafgestellt. 

Das vollstfindige Differential der Grösse R^ insofern dieselbe von den 

Werlhsystemen x^ und 07^(0) abhängt, ist durch die Gleichung (7^.) folgender- 

massen ausgedrückt 

INe Wei^thsysiene Xa{0) werden nun durch Functionen det Yariabeleh x^ er- 
setzt, welche die Gleichungen (62.) und (63.) erfQllen. In Folge von (63.) 

ist der Ausdruck J?-^— — -^-^^ ^0:^(0) gleich dem Froducte eines Factors 

• d««(0) 

in den Abdruck J^(4^) ^a;.(0), in Folge Ton (62.) ist iet Atfsdfudi 

A ^ 0Xfi '0 

^— ^ dxa{0) gleich Null. Deshalb gilt fOr das vollstfindige Differential der 
Ftitiction A die Gteichuiig 

(65.) . dK = ^iü^^Jx., 

welche beweist^ dass die Function JP=rJ(+^^ wie behauptet worden, «to 

Integral der Forderung (40.) ist. Da die Function R verscbwindef, sobald 
die Gleichungen x^ = x^ (0) eintreten, und da die Systeme x^ (0) die Gleichung 
(62.) befriedigen, so bezeichnet die Gleichung P=^Ä dieselbe Mannigfaltigkeit 
der [n—iy^^ Ordnung ffir die Variabelen x^^ wie die Gleichung 91 = ^^ und 
zwar gellen für dieselben dieser, Mannigfaltigkeit beQ,achbar^n Wertbcomplexe 

or, die Ungleichheiten P>A imd f{>^, weil da0 DüfefentM (^^^ 

TOraudgesetzt ist. ^ 

Führt mati die Mannigfahigk^Heii der ersten OHIiiang, welche durch 
die Inlegrafk)!! des Systems (3^) t^timitit shid, Ydn deft Systemen a;«(0)M 
iMiit, daia für aHe Endsysteete o?/ die Puficfion R denselben Werth 

""' - (66:) R =- B^A ■'■'-"' 

erbfilt, so gehören alle Endsysteme x^ wegen der Gleichung (64.) zu der 
Mannigfaltigkeit der (n— 1)^®° Ordnung 

. IßT)- P = b. 
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fr 

Ferner haben die Verhäilnisse der Elemente -^, welche dieser MannigfaUigf- 

keit entsprechen, die Eigenschaft , die Gleichungen (54*.) oder die aequi- 
valenten Gleichungen 

BF öFCaf) 

(68.) ^^' ^^' 



dP dFQx') 

ZU erfüllen. 

X (0) 

Die Besümmong der Verhältnisse der Elemente , ^ durch (63.) und 

der Elemente -r durch (68.) kann durch eine Forderung ersetzt werden, die 

1 
sich auf das Element des Integrals R oder den Ausdruck {JP{dx))^ bezieht 

Betrachtet man in demselben die Grössen x^ als fest und der Gleichung ^r=^A 

genügend, dagegen die Grössen dx^ als veränderlich, und verlangt, dass die 

I 

vollständige Ableitung von {F{dx)y in Betreff der Grössen dx^ vwschwinde^ 
während der Ausdruck 

(69.) rfSl = £^dx, 

einen festen positiven Werlh annimoil, so sind die Verhältnisse der GrössoA 
dx^ durch die Gleichungen 

o9t dFJdx) 

determinirt, und das noch frei bleibende Vorzeichen der einen Grösse dx^^ bt 
durch die Bedingimg ii9t >* festgestellt Dann bezeichnen die Elemente da?« 
den Anfang einer bestimmten Mannigfaltigkeit der ersten Ordniifig, welche 
von dem Werthsysleme x^ der Mannigfaltigkeit (»-1)^®'^ Ordnung 9t »^ aus- 
geht Für dieses Sachverhältniss kann man den Ausdruck gebrauchen, dmti 
die MannigfaltigkeU der enten Ordnrnng dx^ gegen die Mmmigfaltigkeit dm 
(n^.iycn Ordnung ffl==A mit Rücksicht auf die Form F{dx) normal sei. 
Unter den so definirten Begriff fügt sich das System (63.) und das System 
(68.)* Bei diesen Anwendungen ist zu beachten, dasis die Form F{dx) bei 

nicht conitantem U vermöge (9.) da? Product des Factors ( f _^ ) i» 
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die Form pfidx) ist, dass dieser Factor sich in den Verliältnissen der Ab- 

dFjdx) 

d dm 

leitungen ^prA\ — heraushebt, und dass man deshalb auch zu der Bezeich- 

nung berechtigt ist, dass die Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung {dx^)o normal 
sei gegen die Mannigfaltigkeit der (n — iy«° Ordnung 9t{0) = A, und die 
Mannigfaltigkeit dx^ gegen die Mannigfaltigkeit P=^ B, mit Rücksieht auf die 
Form pf(dx). 

Wenn man innerhalb der Mannigfaltigkeit der (»—1)^^'^ Ordnung 91=^1 
von dem Wertbsysteme x^ nach dem Werlhsysteme Xa+^Xa fortschreitet, oder, 
was dasselbe ist, eine Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung durchlftuft, so ist 

(71.) J9l=2:^<yx. = 0, 

und zwischen den Elementen Ja;^ dieser Mannigfaltigkeit und den Elementen 
dxa der gegen 91 = ^ normalen Mannigfaltigkeit besteht die Gleichung 

Dieselbe verwandelt sich, wenn durch die Substitution eines beliebigen Systems 
neuer Variabelen nach (23.) F{dx) =^ G{dy) wird, in die correspoudirende Glei- 
chung £ q\ ^y^^^O^ und ist in sofern zu der Form F{dx) covariant. 

Nun gilt, wenn die Form F{dx) vom zweiten Grade ist, und nur, wenn sie 
vom zweiten Grade ist, die Gleichung 

Also ist in diesem Falle, und nur in diesem Falle, die Beziehung zwischen 
der Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung dx^ und der Mannigfaltigkeit der 
ersten Ordnung Sx^ eine gegenseitige, und man darf sagen, dass die eine 
gegen die andere mit Rücksicht auf die Form F{dx) normal, oder orthogonal, ist. 

9. 

Unter der Voraussetzung, dass die Zahl j9 = 2 ist, sei P ein voll- 
ständiges Integral der Forderung (40.) mit den Gonstanten C|, Cz, ... c., 
und man transformire die Form F{dx) durch das in (42.) definirte System 
von neuen Variabelen 

^> ö^=*^' ö^ = *^' ••• ö;5;: = *- 
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Hier ist nach (9.) and (17.) fOr ein nicht constantes ü 

F{dx) = 2{U+H)i:a,^^dx,dx,, 
i/vährend ffir ein constantes U die Substitution (10**.) 

2 (£/+!/) = 2 (ü;rhi50 = l 
gemacht werden mnss. Die neue Form ist in Folge der Artikel 4. und 5. 
das Aggregat aus dP^ und einer anderen Form, welche nur die Differentiale 
d4^2 9 • • • tf^» enthält, und es gilt die Gleichung 

(74.) 2{U+H)JSa,^,dx,dx, = dP'+£m,^,d^,d^,, 

WO die Buchstaben r, i die Zahlenreibe 2, 3, ... » bezeichnen. Um die adjnngirten 
Elemente der neuen Form durch die adjnngirten Elemente der ursprünglichen 
Form darzustellen, wie in Artikel 2. fflr den Fall » = 2 geschehen ist, setze ich 

(75.) K.| = if, ö^ = ^.;; 

femer ist zu erwägen, dass dem nach (17.) der Form 2f{dx) zugehörigen 

A % Ah 

Ausdrucke -^ bei der Form F{dx) der Ausdruck ^^ *^ entspricht. Dem- 
nach ergeben sich die Transformationsrelalionen 

1 ^A^^i dP BP 



2(JÜ+E)ta J dxa dxi 



= 1, 



{7f{\ I 1 v ^a.b dP d0t _ ^ 

^'^'^ \2(iU+H)^ J dx^ dx^ ~ ^' 

i ^ Ag^, 80, dO, _ if^ 

2(l/+jBr) M ^ dxa dxh " Jf ' 

von denen die erste mit der Hamillonscheii partiellen Differentialgleichmdg 
(18.) ffir die Function P und daher auch mit dem Inhalt der Forderung (40.) 
zusammenfällt. Die linke Seile derselben bat die Eigenschaft, bei der Trans- 
formation (23.) in den entsprechend gebildeten Ausdruck ffir die Form Gidtf) 
überzugehen, und ist, nach der Bezeichnung Herrn BeltramiSj der erste Dif-- 
ferentialparameter der Function P mit Bezug auf die quadratische Farm F{dx); 
die Gleichung selbst, welche man als die der quadratischen Form F{dx) zu- 
gehörige UamiUonsche partieUe Differentialgleichung bezeichnen kann, wird die 
Gleichung (12.) des dortigen §.3, sobald F(dx) das Quadrat des Linearelements 
fflr die rifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit der Variabelen x^ bedeutet. 

Indem ich die Voraussetzung /? = 2 beibehalte, werde ich die Erör- 
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terangeii des vorigen Artikels auf die Begriffe der reellen Mechanik bezietien, 
die in Art. 2 definirt sind. So entstellen die folgenden Theoreme *)• 

Theorem III. Wetm ein vollständiges Integral P der Hamiltonsehem 
partiellen Differentialgkiehung (18.) ndl den Canstanten Ci^c^^ ... c, gegeben ist, 
wenn man für die Anfangswerthe der Variabeten x^ (0) d^srck die Gleichung 
P{0) ^ A = consX. eine MannigfaUigkeit der (n— 1)^^ Ordnung bestimmt , und 
fikr die Variabelen o?« eon jedem Wertheysteme x^ (Ö) eine MannigfaUigkeit 
der ersten Ordnung auegeken läset, weM^ das Sgstem der mechanischen Dif-^ 
fereutialgleichungen (3^) integrirt, u$^ gegen die Mannigfaltigkeit P{0) = A 
mit Rucksicht auf die Form 2f(dx) normal ist, so wird die Gesanuntheit dieser 

Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung durch die («—1) Integrale 3~~ C"^/ 
in Verbindung mit der Gleichung P{0) = A ausgedrückt. Setzt man diese 
Mannigfaltigkeiten in dem Sinne, in dem die Function P zunimmt, so weit fort, 
dass die Endsystäne of« zu der Mannigfaltigkeit der (n—iy^ Ordnung P=B 
= const. gehören, so sind die bezeichneten Mannigfaltigkeiten der ersten Ord- 
nung gegen die Mannigfaltigkeit P^B mit Rücksicht auf die Form 2f{dx) 
ebenfalls normal, und das Integral der kleinsten Wirkung nimmt für alle den 
festen Werth R = B— A an. 

Theorem IV. Die Gleichung 91 (0) = -4 = const. bezeichne für die 
Anfangswerthe x^ (0) eine beliebig gegebene Mannigfaltigkeit der {n—iy^ Ord^ 
nung, ton jedem Werthsysteme rr^ (0) erstrecke sich für die Variabelen x^ , in 
dem Sinne, in welchem üt"^ A wird, eine Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung, 
welche das Sgstem der mechanischen Differentialgleichungen (3^.) integrirt, und 
gegen die Mannigfaltigkeit fR{0)^A mit Rücksicht auf die Form 2f(jlx) normal 
ist, und zwar soweit, dass das Integral der kleinsten Wirkung R in edlen den 
festen Werth B --A erhält. Dann bilden die Endsysteme x^ ^ne Mannig^ 
faltigkeit der (it— 1)^° Ordnung, gegen welche die d^krirten ManmgfaUigkeiten 
der ersten Ordnung mit Rücksicht auf die Form 2f(dx) normal sind, und der 
Ausdruck R-i-A geht durch eine geeignete Substitution in ein Integral P der 
Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung (18.) itber, das, gleich A gesetzt^ 
die Mannigfaltigkeit der Anfangswerthe x^(0)^ gleich B gesetzt, die Mannig- 
faltigkeit der Endwerthe x^ darstellt. 

*) Das zweite» Von diesen Theoremen habe ich unter der Benennung: Theorem 
der analytischen Mechanik in der allgemeinen Sjtzun^ der Niederrheiniseben GeBoU- 
Schaft für Natur- und Heilkunde vom 7. August 1871 vorgetragen und in den Be- 
richten der Gesellschaft publicirt 

19» 
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Es leuchtet ein, dass, wenn die Zahl fi = 2 oder =3 ist, und wenn 
2f{dx) in dem Sinne der reellen Geometrie das Quadrat des Linearelements 
auf einer gegebenen Oberfläche oder in dem Räume bedeutet, eine Mannig- 
faltigkeit der ersten Ordnung, die gegen eine Mannigfaltigkeit der (n— 1)*^ 
Ordnung mit Röcksicht auf die Form 2f{dx) normal ist, zu einer Linie wird, 
die beziehungsweise gegen eine andere Linie in der gegebenen Oberflftche, 
oder gegen eine Fliehe im Räume normal steht. Mithin verwandelt sich das 
Theorem IV., wenn fi=2 und die Kräftefunction ü gleich Null ist, in den 
Gaussisohen Satz Ober die kürzesten Linien auf einer gegebenen Oberflftche, 
welcher in der Einleitung angefahrt ist*). 

Da der Begriff einer Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung fSr die Va- 
riabelen a;«, die das System der mechanischen Differentialgleichungen (3^.) 
ihtegrirt, nichts anderes bedeutet, als die Art der Abhftngigkeit, in welche 
(n—i) Variabele x^ gegen die flbrig bleibende Variabele x^^ treten, sobald 
die Bewegung des betreffenden Massensystems den gegebenen Anfangszu- 
ständen gemfiss erfolgt, so nimmt die durch die Theoreme III. und IV. be- 
zeichnete Gruppirung dieier Anfangszustände die Aufmerksamkeit in Anspruch. 
Hier zeigt sich wieder ein bedeutender Unterschied, je nachdem die Kräfte- 
function in der That vorhanden oder nicht vorhanden ist. Wenn die Kräfte- 
function nicht vorhanden , d. h. t/* constant oder Null ist, so bleibt die Inte- 
gration des Systems Differentialgleichungen (3^.) völlig ungefinderl, wofern 
man die Anfangswerthe x^iiS) nicht ändert, die Anfangswerthe a:^(0) aber so 

ändert, dass die Verhältnisse , ^ dieselben bleiben, und dasselbe gilt von 
dem Integral der kleinsten Wirkung R =: f {2f(xyj^ dt. Wenn dagegen eine 

Kräftefunction vorhanden, d. h. U nicht constant ist, so bestimmen die ab- 
soluten Werthe der Grössen x'^(0) den Werth der Constante H in dem In- 
tegral der lebendigen Kraft (5''.), und diese Constante erscheint sowohl in 
dem System Differentialgleichungen (3^.), als auch in dem Integral der kleinsten 

Wirkung Ä=/''2(ü4-J5r)*(/(x'))**. Die Gruppirung der Anfangszuslände 
in den Theoremen IIL und IV. beschränkt die Werthe x^{0) durch eine Glei- 
chung, bestimmt zu jedem Werthsysteme a;«(0) die Verhältnisse ^, und 

*) Disqa. gen. circa snperf. curv.^ art. 16. 
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setzt, wofern U nicht constant ist, zugleich vorans, dass die Grösse H einen 
nnveränderlichen Werth habe. Diese Grappirung verf&gt also, wenn U constanjt 

X* CO') 

oder Null ist, nur fkher die Yerhfiltnisse f)/^ und nidU Ckber den absololen 

Werth der Grössen a?l(0); sie verfOgt aber, wenn ü nicht constant ist, Aber 
den absoluten Werth der Grössen or^O) in der Weise, dass die Constante H 
stets denselben Werth haben muss, oder, dass der Uebergang des betreffen^ 
den Hassensystems aus einem beliebigen von jenen Anfangszustfinden in einen 
anderen beliebigen von denselben durch eine fingirte unter der Einwirkung 
der Krfiflefiinction ü geschehende Bewegung dem Satze von der lebendigen 
Kraft (ö"".) nicht widerspricht. 

Bonn, den 15. Jnli 1871. 



Druckfehler. 
Seite 141; üeberscbrift des Artikels^ statt 5 setee man 8. 
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£iitwickelung eines Zusammenbanges zwiischen den 
quadratisehen Formen von n Differentialen und 

den Abehehen Transeendenten. 

(Von Herrn R. Lipsehitsi in Bonn.) 



X/er specifische Charakter eines Gebietes in der Theorie der Formen 
von n Differentialen wird dnrch die Bedingung ausgedrückt , dass die Coef- 
ficienten einer Form von n Differentialen algebraische Functionen der be- 
treffenden Variabelen sind, und dass bei der Transformaftion einer solchen 
Form die ursprünglichen Variabelen gleich algebraischen Functionen der neuen 
Variabelen gesetzt werden. Auf diesem Gebiete liegt die Transformation der 
Form, welche das Aggregat der Quadrate von den Differentialen der Variabelen 
Xi^ 2^2 9 ••• ^n ist, durch die Substitution der verallgemeinerten elliptischen 
Coordinaten yi, ^29 • • • y»* Jacobi hat das Wesen der elliptischen Coordinaten 
und die Ergebnisse von verschiedenen Anwendungen derselben in der Note: ron 
der geodätischen Linie auf einem ElHpaoid und den verschiedenen Anwendungen 
einer merkwürdigen analytischen Substitution, Monatsbericht d. Acad. d. Wiss. 
zu Berlin, 1839, April, und d. Journal Bd. 1 9, pag. 309, auseinandergesetzt; 
die Durchführung der bezeichneten Transformation und die Ableitung der in 
der Note angedeuteten Resultate findet sich in den Vorlesungen über Dynamik, 
Vorlesung 26 bis 30. Jene Transformation erschliesst einen Zusammenhang 
zwischen den quadratischen Formen von n Differentialen und den Abehehen 
Transcendenlen, auf den die gegenwärtige Betrachtung gerichtet ist. 

Die Form 2g{dy\ welche bei der erwähnten Substitution aus der Form 
£dx\ hervorgeht, ist ein Aggregat von den Producten aus den Quadraten der 

Differentiale in rationale Functionen der elliptischen Coordinaten y^, y^^ ... y«. 
Die n Gleichungen jf5==const. bezeichnen daher fflr die Variabelen o:« n Mannig- 
faltigkeiten der (n--l)^®° Ordnung, welche die Eigenschaft haben, dass von 
den n Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung, die je in—i) von den n Mannig- 
faltigkeiten der in—iy^^ Ordnung gemeinsam angehören, je zwei und zwei mU 
Rücksicht auf die Form £dx\ gegen einander normal, oder orthogonal , sind, 

oder in anderen Worten, die n Gleichungen y^—cons\. bilden ein System von n 
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Mannigfaltigkeiten der (m— 1)^ Ordnung, die mit RMeksicht auf die Form Hdx] 

arthogonai sind. Fflr die Bamittonsclie partielle Dlfferentialgleiehung, welclie 
nach der in dem letzten Artikel des vorsiebenden Aufsatzes gebrauchten Be- 
zeichnung der Form 2g {dy) zugehört, hat Jäcobi ein vollstfindiges Integral 
angegeben. Sobald man aus diesem Integral P das System von neuen Va- 
riabelen ableitet, welches in dem genannten Artikel P, ^29 ^39 • • • ^» ge- 
nannt ist, und mittelst desselben die Form 2g {dy) transformirt, so enthfilt die 
resultirende Form abermals nur die Quadrate von den Differentialen ihrer 
Variabelen, und deshalb reprfisentirt das successive Constantsetzen dieser n 
Yariabelen ein neues System von n Mannigfaltigkeiten der (n— 1)^ Ordnung, 
die mit Rflcksicht auf die Form 2g (dy)^ oder, was dasselbe ist, mit ROck- 
sicht auf die fiequivalente Form Jlda^^ orthogonal sind. Durch das gleich- 

zeltige Constantsetzen der («—1) Variabelen *2 9 ^39 •- . *» wird hier die- 
jenige Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung bestimmt, fQr welche die erste 

Variation des Integrals y£ Vdr) ^' verschwindet. Zu gleicher Zeit wird 

dieselbe, das isoperimetrische Problem auflösende Mannigfaltigkeit der ersten 
Ordnung dadurch bestimmt, dassf man (is— 1) Functionen aus einer gewissen 
anderen Gruppe von Functionen constante Werthe vorschreibt. Unter den 
obwaltenden Verhältnissen sind aber die Functionen P, ^29 ^39 • • • ^» 
Aggregate von Abekchen Integralen, bei denen eine Quadratwurzel aus 
einer Function des (2n— 1)^ Grades auftritt, dagegen die Functionen der 
erwähnten Gruppe algebraische Functionen der Variabelen ^i, y,, ... y^^ 
und die Aequivalenz dei* beiden Bestimmungen fOr dieselbe Mannigfaltigkeit 
der ersten Ordnung constituirt den Inhalt des Abelschen Theorema. Auf diese 
Weise knflpft sich der von Jacobi in den Vorlesungen über Dynamik vorge- 
tragene Beweis des Abebchen Theorems an die Eigenschaften des Systems 
von Variabelen P, *2, *3, ..• **, durch welches die Form 2g (dy) trans- 
formirt worden ist. 

Die Frage nach der geodätischen Linie auf einem EUipsoidy auf n 
Variabele ausgedehnt, ergiebt das isoperimetrische Problem, dass die erste 

Variation des Integrals -k /^(r'Tr) ^' ^^^ Verschwinden gebracht werden 

soll, wfihrend gewisse / von den elliptischen Coordinaten yi, jfs, ... yi con- 
stante Werthe erhalten. An dieses Problem schliesst sich die Aufgabe, solche 
Grössenverbindungen zu ermitteln, welche sich bei einer beliebigen Transr- 



152 Lipschiti^ über Farmen eon n D^eretUialen und AbeUcke Transcendenten. 

formalion der Form ^JSdxl und der ErseUuDg des Systems von Gleicbmigeii 
yi = coost., ffi = const., ... yi = const. durch ein äquivalentes System in die 
entsprechend gebildeten Grössenverbindnngen fflr die neue Form und das neue 
System verwandeln. Eine Methode, welche bei einer beliebigen quadratischen 
Form f{dx) und einem System von beliebigen unabhängigen constantzusetzen- 
den Functionen yi, ^29 •- • yi dem angegebenen Zwecke dient, ist in dem 
Aufsatze: Entwickelung einiger Eigenschaßen der quadrtüischen Formen v(m 
n Differentialen^ d. Journal Bd. 71, pag. 274 und 288, dargestellt. Die ein- 
zelnen Schritte jener Methode vereinfachen sich bei der Anwendung auf den 
vorliegenden Fall bedeutend, weil die Form 2f{dx) durch die Form £dx\ 
ersetzt wird, d^ren CoefGcienten constant sind, und weil diese durch die 
Substitution der elliptischen Coordinaten y^ in die Form 2g {dy) Abergeht, 
deren besondere Beschaffenheit schon hervorgehoben ist. Die Form 2g {dy) 
möge sich durch das Constantsetzen der Variabelen yi? ^29 • - • yz in die Form 
2g (ßy) der (»— /) Variabelen y^^,, y/^,, >* - y» verwandeln. Wenn man nun 
die der Form 2g {dy) zugehörige JEfamtttonsche partielle Diff'erentialgleichnng 
aufstellt, so liefert Jacobis Verfahren ein vollständiges Integral derselben, und 
dadurch eine Auflösung des erwähnten correspondirenden isoperimetrischen 
Problems*). Aus jenem Integral P bilde man nach den Vorschriften des 
vorstehenden Aufsatzes das System von (»— /) Functionen P, */+2 9 • • - *i^> 
die sämmtlich wieder Aggregate von solchen Abelschen Integralen sind, bei 
denen eine Quadratwurzel aus einer Function des (2n— 1)^®° Grades vorkommt, 

und führe diese Functionen als neue Variabele in die Form 2g{dy) ein. Als- 
dann wiederholt sich die Erscheinung, dass die neue Form nur die Quadrate 
von den Differentialen ihrer Variabelen enthält. 

1. 
Bei der Darstellung der elliptischen Coordinaten yi, y2 9 • • y« ^ird 
vorausgesetzt, dass die reellen Grössen ai^ 02, ... a» den Ungleichheiten 

(1 .) «1 > «2 > O3 > • • • > »» 

genügen, und dass für ein indefinites y 

(2.) xiv) = (y~yi)(y-y2)...(y-y«% 

(3.) D(y) = (y-ai)(y-fl2)...(y-flu) 

*) Eine andere Methode aar Integration des betreffenden Systems von Differential- 
gleichungen für den Fall / = ! ist in dem Aufsätze des Herrn Weientrass: über die 
geodätischen Linien auf dem dreiaxigen EUipsoid, Monatsbericht d. Berl. Acad., 1861» 
October^ mitgetheilt. 



LipMchiUf iAer Farmen nan n DifferenHalen und AhelsAe Tran$tendenien. 1S8 

ist. Nun giebt die Zerlegung des rationalen Bruches §^ in Parlialbräcbe^ 
wenn ^'(y) = ^^SsL ist, die Gleichung 



(4,) _zöO. = i4.2;^^-!— 



Wenn in derselben statt y die Grösse jb snbstituirt, imd die ursprttnglldri^ 
Gleichung von der hieraus resultirenden sublrabirt wird^ so entsteht die Relation 

(^\ ;gW ^Cy) _ v x(j^d -g+y 

Sobald man hier für z und jf zwei verschiedene Grössen jf^ und jf^ einseht^' ^'so 
wird 4Ue rechte Seite durch den nicht ver seh wind^deu: Factor -*jft«f fa tbeil- 
bar, und der andere Factor niuss gleich Null sein;. Wenil dagegen'^ sFf^ist^ 
und z gegen die Grenze y^ convergirt, so nähert sich «.die linke Seite dem 

Ausdrucke ^^(a-y.), die rechte Seite dem Ausdrucke ^|^=±±lf-. 
Demnach bestehen die beiden Gleichungen 

Dieselben gelten auch dann noch, wenn die Function /(y) von niedrigerem 
Grade ist, als die Function l!l(y), weil in diesem Falle zwar die Gleichung 
(4.)) aber nicht die Gleichung (5.) geflndert wird. 

Es möge die Lage der reellen Grössen y^ gegen die reellen Grössen 
o» durch die Ungleichheiten 

(8.) yi>ai>y2>Ö2>...>f»>a» 
bestimmt sein. Fär diese Voraussetzung erhalten die Variabelen x^^ welche 
mit den elliptischen Coordinaten y^ durch die Gleichungen 

verbunden sind, sflmmtlich reelle Werthe. Die Gleichung (4.) verwandelt sich 
in die Gleichung 

(10) ^^ = \^2J^. 

Um jetzt die quadratische Form JSdx] durch Substitution der Variabelen y^ 
zu transFormiren, hat man durch Differentiation von (9.) die Gleichungen 

Journal fSr Mathemaük Bd. LXXIV. Heft 2. 20 
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(11.) ?^ = JyL,+Jyi^+...+.Jy!L^^ 

und diese liefern die Gleichung 

(12.) jsdx] = i2:x]2: , ^y^fy* , > 

^ ^ t ' * f ^,> Cyg— ae)(yi— aO 
Hieraus folgt aber durch Yermittelung von (9.)) (ß^\ (7.) die Transformation 

(18.) ^^.^i^^^d,]. 

Wenn man in dem ersten Artikel des vorstehenden Aufsatzes an- 
nimmt, dass die Zahl p = 2, die Form f{dx) = ^2:dxly die Function U=^0 

ist, so wird das Integral, dessen erste Variation fflr constante Anfangs- und 
Endwerthe der Variabelen a:^ verschwinden soll 



die Form 



da sintegral 



(14.) e ^f^£{^)dt, 



(15.) F{dx) = 2f{dx) = -SrfxJ, 



und, weil das aus der Formel (3"*.) der vorst. Abh. hervorgehende System 
Differentialgleichungen durch die bekannten Ausdrücke x^ = x^ (0)+^X0) (/— Ai) 
integrirt wird 

(16») R = (£{x,-xM)y- 

» 

Femer ist die der Form £dx\ zugehörige Hamiltonsc\ie partielle Differential- 
gleichnng fflr die Fanction P 



("■) -F© = 1- 



Die Form f{dx) wird durch die Einfahrung der Variabelen y^ in die Form 
g{dy) transformirt, welche nur die Quadrate von den Differentialen enthält, 
oder, es ist, in Zeichen 

(18.) adx) = g{dy\ 

(19.) gißy) = \£e,dy\', 
ferner ist 

(20.) F{dx) = G(dg\ 

(21.) Gißy) = 2g(dy) = £eM, 
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die der Form G{dy) xngehörige HanUUonsche partielle Differentialgleichiiiig 
fOr die Function P lautet 



w fKf)' = '' 



und dem entsprechend verwandelt sich das ganze isoperimetrische Problem« 
Die Transformationsgleichung (13.) giebt in dem Yorliegenden Falle fflr die 
Coefficienten e« der Form 2g (dy) die Bestimmung 

und dadurch erhftlt die Gleichung (22.) die Gestalt 

(24.) ^i^(|^y = i. 

Jacobis Verfahren zur Integration dieser partiellen Differentialgleichung 
bemht auf der Einführung einer beliebigen Function (»—1)» Grades mit emer 
Yariabelen. Dieser Function gebe ich den Ausdruck 

(25.) ^(y) = (y-c,)(y-C3)...(y-0 
und setze voraus, dass die reellen conslanten Grössen C2, c,, ... c», oder 
c,, in Bezug auf die reellen constanten Grössen o» und die reellen beweg- 
lichen Grössen y^ den folgenden Ungleichheiten genügen 

(26.) sfi > Äi > Cj > y2 > «2 > ci > ••• > c. > jf. > a,. 

Da der Coefficient von y"^^ in ^(y) den Werth der Einhdt hat, so ist nack 
einem bekannten Satze 

(27.) ^2^=1. 
Die Gleichung (24.) kann deshalb durch die Gleichung 

ersetzt werden, and dieser genflgt die Varaussetzang 

So entsteht das vollständige Integral 

, jp --. p 



20 



» 



156 Lipschii», iAer Formen van n Differentialen und Äbelsche Transcendenten. 

mit den n willkfirlichen Constanten C|, Cj, ... c«. Die anter den Quadrat- 
Wurzelzeichen auftretenden Functionen sind in Folge der Ungleichheiten (26.) 
innerhalb der Grenzen der Integrationen sammtlich positiv, mithin die Werthe 
der betreffenden Radicale reell. Jedes Radical wird nach dem Vorgänge des 

Herrn Weierstrass*) als das Product aus den Radicalen }^(jfa— ^t) ™d Vif/a—^h) 
definirt, und jedes von diesen Elementar -Radicalen entweder gleich einer 
positiven Grösse, oder gleich dem Product einer positiven Grösse in die 
imaginäre Einheit f vorausgesetzt; dadurch sind die Vorzeichen der vorkommen- 
den reellen Radicale aus den Functionen von höherer als erster Ordnung voll- 
ständig bestimmt. 

2. 

Das System von neuen Variabelen^ welche nach Artikel 6. der vor- 
stehenden Abhandlung zur Transformation der Form 2g (ßy) dienen, besteht 
aus dem Integral P und seinen (i»— 1) Ableitungen <&, in Bezug auf die Con- 
stanten Cf. Demnach folgen aus der Darstellung P=Pi in (30.) die AusdrOcke 

(31.) 

* v- l/y'^Cy.) dy. 

Die EinfOhrung dieser Variabelen in die Form 2g {dy) = 2 e^dy\ producirt, 
vermöge der Formel (74.) der vorstehenden Abhandlung, weil nach (10**.) 
d. vorst. Abh. 2{l]-\-H) = \ zu setzen ist, und in Folge der obigen Glei- 
chungen (18.) und (19.), die Transformationsgleicbung 

(32.) 2:eM = dPl + 2:m,^,d<P,d4>,, 

WO die Indices r, i von 2 bis n gehen. In Folge von (75.) und (76.) d. 
vorst. Abh. erhalten dann die adjungirten Elemente ilf,,^, durch d^e Deter- 
minante M dividirt, die Bestimmung 

(33) *!d = ^ 1 d0rd<P, 

M a Ca dya dya 

Nun ist in dem gegenwärtigen Falle wegen (31.) 

Ö^r ^ ___^^(ya) i 



dya *^ya-C,^/^(y^)Q(y^)' 



') Zur Theorie der Abelschen Functionen, d. Journal Bd. 41, pag. 289, art. 2. 
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«nd wegen (23.) 

± _ 4Cl(ya) . 

deshalb folgt aus (33.) die Gleichnng 

(34.) % = üi^-^'^ * 



* «. Z'C»«) (ya~Cr)(ya— cO 

Oben ist erwfihnt worden, dass die Formeln (6.) und (7.) des ersten Artikels 
gOlüg bleiben, wenn die ZAhlerfunction x(y) ^^^ niedrig.erein Grade ist als 
die Nennerfonction 0(y). Man darf deshalb in diesen FormelA gleichzeitig 
d(y) durch xilf)^ x(y) durch ^(y), mithin die n Grössen a^ durch die n 
Grössen y^^ die n Grössen y« durch die (i»— 1) Grössen c, ersetzen. Dann 
liefern (6.) und (7.)^ auf (34) angewendet, die Gleichungen 

(35.) ^ = 0, r^«, 

(36.) ^ = -1^,- 
Demnach ist 

und die Gleichung (32.) erhSlt die Gestalt 

Da die neue Form wieder nur aus den Quadraten der n Differentiale </Pi, 
d^f gebildet ist, so stellra die n Gleichungen P| = const., und 0,=:oonst., 
ein System von n Mannigfaltigkeilen der {n—iy^^ Ordnung dar, die mit Rflck- 
sieht auf die Form 2g (dy) und deshalb auch mit Rflcksicht auf die Form 
£dxl orthogonal sind. Das System DifferenHalgleichnngen, welches bei dem 

Problem, die erste Variation des Integrals (14.) zum Verschwinden zn bringen, 
dem System (3^.) der vorst. Abb. entspricht, wird durch die (i^-l) Glei- 
chungen 

(39.) *, = *,(0) 

integrirt. Wenn man nun festsetzt, dass die Anfangs w erthe x^(0) der durch 
die Gleichung P^ (0) = ^ = const. bestimmten Mannigfaltigkeit der (»— 1)^^ 
Ordnung angehören sollen, so repräsenliren die Gleichungen (39.) in Ver- 
bindung mit der Gleichung Pt(0) = ^ die Gesammtheit der Mannigfaltigkeiten 



158 Lipschit%, über Farmen van n Difereniialen und Abelsche Trameendenien. 

der ersten Ordnung, die das genannte System (3^.) der vorst. Abb. integriren, 
und die gegen die Mannigfaltigkeit P|(0) = ^ mit Racksicbt auf die Form 
2!dxl normal sind. Ffibrt man diese Mannigfaltiglteiten der ersten Ordnung 
in dem Sinne, in welchem die Function JP zunimmt, soweit fort, dass die 
Endsysteme x^ der Mannigfaltigkeit der (i»—l)^<» Ordnung P| = jB=:const. an- 
geboren, so sind die Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung gegen diese Mannig- 
faltigkeit der (n-^l)^» Ordnung Pi=B mit Racksicbt auf die Form 2:dxl 
ebenfalls normal, und das Integral R, welcbes gegenwärtig nach (16* ) gleich 
dem Ausdrucke (^(^a^^a(0))0^ i^^ bekommt nach dem Theorem IV. der 
Yorst. Abb. für alle bezeichneten Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung den 
festen Werth R = B—A. Die Bedeutung dieses Resultats fflr den Fall, dass 
die Zahl n gleich 2 oder gleich 3 ist, und dass beziehungsweise (p|, (t, die 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes in der Ebene, oder x^^ Xi^ Xi die 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes in dem Räume sind, ergiebt sich 
aus dem bisher Gesagten von selbst. 

3. 

Bei dem in Rede stehenden isoperimetrischen Problem ist nach (15.) 
die Form Fidx) = 2:dxl eine Form mit constanten Coefficienten. Daher 

a 

findet hier die am Schlüsse von Artikel 7. der vorst. Abb. gemachte Be- 
merkung eine Anwendung, dass die Gleichungen 

("<•■) t=(t).' 

von denen (n—l) die äbrig bleibende zur Folge haben, und wo nach (30.) 
P durch Fl ersetzt ist, ein System von («— 1) Integralen des dortigen Systems 
von Differentialgleichungen (3^".) bilden, und dass dieses System von (n— 1) 
Integralen mit dem System von (i»— 1) Integralen (39.) äquivalent ist. Die 

dp 

Abhängigkeit der n Ableitungen ^-^ von einander wird dargestellt, indem man 

bei der JSTafiit/toiischen partiellen Differentialgleichung (17.) die Subsfitution P=Pi 
anwendet. Um die partiellen Ableitungen der Variabelen yi nach den Yariabelen 

X 

x, auszudrücken, multiplicire man die Gleichung (11.) mit dem Factor _ 

und snmmire nacli dem Buchstaben e von 1 bis h, so kommt vermöge der 
Foraeln (6.), (7.), (9.) die Gleichung 



LipsekiH, lAer FtMrmen von n Difermüalen und Äbehche TrafUcendemm. 159 

vod daher die Bestimmiing 

(42.) |iL = gMJfL.. 

Aus der Definition von P| in (30.) folgen die Ableitangen 



(«•) f =*tii. 



8P 

und deshalb nehmen die Ableitangen -^ in (40.) diese Gestalt an 

^44) ^^« ^ j-^fi ^y» ^ ^ yi?(y»)O(y0 a^t 

Wenn man diese Ausdrücke und die Ansdrflcke der FnncUenen 4^^ in (Sl.)) 
sowie die Definitionen der Functionen ^(y), ^(jr)? x(y\ ^« zusammenstellt^ 



I « »y tf,— 






Ar« • ir'Cy«) y«— o«' 

(45). ^^(y) = (y-c,)Cy-tJ,)...Cy-0, 
P(y) = (y-ai)Cy-a,)...Cjf-a.), 

;f(y) = (y-yi)Cy-y2)---(y-y.). 

sa lehrt die Aeqoivalenz zwischen den Gleichungen (39.) and (40.), dass das 
von Jacobi anfgestellte System von Differentialgleichungen zwischen den n 
Yariabelen y, 

(46.) d4>, = i?-i-l^ , \ , 

welches zu der Qo^dratwurzel ans der Function der (2n— 1)*^ Ordnung von Jf 

(47.) Ä(y) = ^(y)n(y) 
gehört, durch die Gleichungen <&, = ^,(0) in transcendenter Form, und durch 

'ß^J'^yß^J ^^ algebraischer Form vollstfindig integrirt 

wird. Diese Uebereinstimmung i$t aber ein Ausdruck des Abelschen Theorems. 

Durch das Theorem, wie Abel dasselbe ausgesprochen hat ^), wird zu 



*) Remarques sur quelques proprUtis g^nirales dune certaine sorte de fancHans 
transcendanies, oeuvres comp!.; tome I; pag. 268; d. Joamal Bd. 3, pag. 313. 
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JM « Yariabelen yi, y^? •• 9» ^i°^ Function des («— 1)^ Grades 

(48.) yCy) = Cy-%)(y-%)...(y-^.) 

|^f«lii»iuU bei der die («— 1) Grössen 7]^ = t]^^ ... iy, die Eigenschaft haben, 
^iV v*-0 Gleichungen 

(49.) ^js^r ^^-^ ,jgi, =: ^^r^j^M,,^, 

^ ^ .V Jfa-C, |//J(y^) i V 17,-C, yÄ(^' 

welche den Werthen r = 2, 3, ... n entsprechen, za befriedigen. Hieraus 
argiebt sich das obige Resultat vermittelst einer Methode, die von Herrn 
Richeht in der Abhandlung: lieber die Integration eine$ merkwürdigen Sgitems 
Differentialgleiehungen, d. Journal Bd. 23, pag. 354, vorgezeichnet ist. 

Zn der Determination der Function (p (y) dient die Aufgabe, eine Function 
a(p) vom (it— 1)^^ Grade zu finden, welche die Gleichung 

(50.) F{y) = -y(jf);c(y) = {o(g)y^R(y) 
erfOllt. Die Function a{y) ist durch die n Gleichungen 

(51.) o(g,)^jR{^) 
vollständig bestimmt, wo die Radicale iR{ya) ^^^ ^^^ linken Seite der Glei- 
chung (49.) her gegeben sind ; die Radicale }fR[ri^) auf der rechten Seite der- 
selben Gleichung werden dann durch die Gleichungen 

(52.) a{ri.) = }lR^ 

eindeutig definirt. Wenn die n Werthe y« beziehungsweise gegen die Grenzen 
a« convergiren, so nähert sich die Function a{y) dem Werthe Null, und die 
Grössen 17, nähern sich beziehungsweise den Grössen e,. So entsteht unter 
Vereinigung der Gleichungen (49.) und (31.) die Darstellung der Functionen 
*, durch die («— 1) Grössen?;^ 



(»3) *. = f*/"ai 



^R Ol*) 

dp 

In Betreff der Functionen -^ ist zu bemerken, dass in Folge der Gleichungen 

(51.) der Quotient ^7^9 bei dem der Nenner von der n^«», der Zähler von der 
(it— l)'^ Ordnung ist, diese Gestalt annehmen kann 

Die HubslituUon y = a,, in (50.) angewendet, giebt 

(55.) -<pia,)x{a,) = (aia,))\ 
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und deshalb 



(55*) /y(öe)l^-;c(öe) = o(a,). 
'Dieselbe SabstitalioD, in (54.) angewendet, prodocirt die Gleichung 



(56.) ^=^]^-i-; 

^ ^ z(«») « /(ya) a.— y.' 
nan hat man vermöge (45.) die Gleichung 

(57.) |PL = ^iSI_i_l^), 

also werden die Functionen -^-^, wenn man die vorstehende Gleichung mit 

den Gleichungen (55*.) und (56.) zusammenhält, durch die (»— 1) Grössen 
1}« folgendermassen ausgedrflckt 

(58.) ^ = ^^. . 

dx, )/0'Co,) 

Die Gleichungen (53.) zeigen, dass die Gleichungen <^, = <^,(0) das Con- 
stanlwerden der (n— 1) Grössen tj^ bewirken, und dieses Constantwerden 

"W/ = yß-^i nach 

sich; hiermit ist aber die beabsichtigte Deduction des aurgestellten Resul- 
tats ausgeführt. 

Die Ausdröcke der Functionen 0, in (53.) und \^) in (^8.) stimmen 

vollkommen überein mit gewissen unter den analytischen Ausdrücken, die 
Herr Weierstrass in seiner Theorie der Abelschen Functionen, d. Journal 
Bd. 52, pag. 285, eingeführt hat. Wenn man 

die Grössen C2, C3, ... c„ durch die Grössen ai, Oi, . . . a^, 
- — Ol, 02, ... 0« — - - ^^+M ^(»+29 • • • ^^+19 

"" "" ^29 T/31 • • • ^» — • " ^15 ^9 . . . a?^, 

die Function ^ (y) durch die Function P (x) = (a:— aj (x— Oj) . . . (a?— a^), 

^(y) - - - ^(a?) = (a:-a^+,)(ir-ö^+2)...(iP--Ö2e+i)9 

- Ä(y) - . . Rix)=^P{x)Qix) 

ersetzt, und die Constante A = 1 annimmt, so verwandeln sich 

die Ausdrücke 2^29 2^3, . . . 2^. in die Ausdrücke i«i, u^^ ... u^, 
die Function y(8f) = (y— '72)«-*(y— ^J in die Function (p{x) = (x—Xi)...{x—x^). 

Ferner sind die Ausdrücke 3-^ = , ^ *^ AbeUche Functionen der Argu-- 
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mente 2^3, . . . 2^^, im Sinne der von Herrn Weierstra$s aufgestauten De- 
finition, und zwar gehen unter den erwähnten Voraussetzungen die Ausdrücke 



• • • 



in die ^6e/schen Functionen 

ober, welche auf pag. 309 der angefahrten Abhandlung definirt werden. Die 

dp 

Gleichung zwischen den Functionen -^^ welche sich, wie schon bemerkt, 

durch die Substitution P= P^ aus der ^amt/tonschen partiellen Differential- 
gleichung (17.) ergiebt, 

ist eine der linearen Relationen zwischen den Quadraten von n = q+I Abel- 
scheh Functionen, von denen 1. c. pag. 318 die Rede ist. Wenn man dieser 
Gleichung die Gestalt giebt 

so erscheint sie als die Folge des bekannten Satzes, der auch die obige 
Formel (27.) geliefert hat. 

4. 

Ich wende mich jetzt zu der Aufgabe, dass die erste Variation des 
Integrals 

u 
zum Verschwinden gebracht werden soll, während die / beliebigen unab- 

hfingigen Functionen jfi, ^2? • • • yi der Variabelen x^ constante Werthe an- 
nehmen, und setze dabei voraus, dass die quadratische Form f{dx) gleich der 
Form ^2:dxl sei, und dass die Functionen ffa, ^o a die Reihe 1, 2, 3, .../ 

durchlauft, mit den gleichbenannten elliptischen Coordinaten der vorigen Artikel 
zusammen fallen. Die a. a. 0. entwickelte Methode, um bei einer beliebigen 
quadratischen Form f(dx) und einem System von beliebigen constantzusetzen- 
den Functionen Grössenverbindungen aufzufinden, die sich für eine beliebige 
Transformation der Form und die Einführung eines äquivalenten Functionen- 
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Systems mitindern , gründet sich auf die Bildung eines Pl-oUems de mciximie 
et mimmis^ welches dieseihe Eigenschaft hat Es seien l„ l unhestimmte 
Grössen, welche fflr das vorliegende Variationsprobleni ^e Rolie der nhbe-^ 
stunrnten Multiplicatoren von Lagrat^e äbernehmen, so haheni die Differential-^ 
gleichungen des Yariationsproblems , nach den in (17.) der vorsL. AbL <ge*^ 
wfihlten Bezeichnungen, die Gesteh 

am , 

(59.) _^_^=i.„.;+^.(x') = f^.^- ... 

Das Aggregat 

(60.) 2K^9.> 

bei dem die Yarialionen Sy^ beliebig gewflhlte, aber feste Werthe erhalten, 
Idsst sich dann vermöge der Gleichungen (19.) und der Gleichungen 

(61.) ^ = 

in eine quadratische Form der n Grössen x^ verwandeln. Das erwähnte 
Problem de maximis et minimis besteht nun darin, dass das erste vollständige 

ieser Form in Bezug auf die n Grössen x^ verschwinden soll, 
während diese Grössen durch das Integral der Differentialgleichungen (59.) 

(62.) 2nx') = 1, 

und die Gleichungen (61.) beschränkt sind. Wenn cd und &„ unbestimmte 
Factoren bedeuten, so müssen demnach die n Ableitungen des Ausdrucks 

(63.) --^^kJya+o^nx)+^»,^ 

nach den Yariabelen x^ gleich Null sein, und hieraus entsteht fQr die Grösse 
w die Gleichung des («— /)*«° Grades 

(64.) Dico) = 0. 

Diese Gleichung, deren Wurzeln direct die betreffenden Werthe der Function 
^;t^(Tya darstellen, enthält den Ursprung der aufzusuchenden Grössenverbindungen. 

a 

Der Artikel 3. des angeführten Aufsatzes giebt eine mechanische Deutung 
des Problems de maximis et minimis, welche sich den Anschauungen des 
Artikels 2. der vorstehenden Abhandlung anpasst. 

Das aufgestellte Variationsproblem und das aus demselben abgeleitete 
Problem de maximis et minimis werden in Artikel 4. des betreffenden Auf- 
satzes transformirt, indem man zu den / Functionen ffa^-^t beliebige Fuactioneft 

21» 
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«,_. e.r* -• f« kianfugt, die mit jenen zosammen ein System von n nn- 

Fncfiotten y» bilden, und diese statt der Yariabelen x^ sab- 
Die Zeiger a, r^ ... bedeuten der Reihe nach die Zahlen /+1, 
;^3« . . . ji. Darch die angegebene Substitution wird, wie in (23.) der 
iw?t Abb. 

fidx) = g{dy) 

und 

(19^) g{d!,) = ijSe.,»rfy.rfyi; 

das System der obigen Gleichungen (59*.) verwandelt sich demnach in das 
folgende 






di ö^-f ^a,iyi+^.(y}-*.. 






Nun lasse ich die Voraussetzung eintreten, dass die Form g{dy) nur 
die Quadrate der Differentiale dg^ enthalte, und durch die obige Gleichung (19.) 

definirl werde. Diese Voraussetzung, welche in dem citirten Aufsatze nicht 
speciell erOrlert ist, kommt darauf hinaus, dass die n Gleichungen y^=const. 
ein System von n Mannigfaltigkeiten der («—1)^^° Ordnung darstellen, die 
mit Racksicht auf die Form ^Ai/x) orthogonal sind. Aus (19.) und (65.) 
folgt die Gleichung 



lind dt^ohiilb l»( 







Kontor koiniul« woil «uF Grund von (61.) die zweiten nach t genommenen 
IMiToronliMlquoUonlon ^^ sind, 

AIm M»U( »Ifh d«» Aimrrejrnt (60.) «Is quadratische Form der Grössen y« 
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folgendermassea dar 

und der Ausdruck —i.2l„Sy„+iof(x') aus (63.) wird gleich dem folgenden 

a 

(63».) _^(y')+ca<7(y') = -if (^y:-^)<JyH-«></(y'). 

Hier können die Gleichungen (61.) unmittelbar sabstituirt werden, es kommt 
deshalb 









dt 'f' dya ^ady, 

g(y') = i2:e„y'„y:, 



und somit wird das in Bede stehende Problem de maximis et minimis zu der 
Forderung, dass die [n — l) Ableitungen des Ausdruckes 

(70.) i 2: (-.«„..+ CO e.,o»;y; = \2U£^ äy^+'^e^y'oy'a 

Oft a \ a üjfa ^ 

nach den Grössen y^ verschwinden sollen. Die zur Bestimmung der Grösse 
CO dienende Gleichung 2> (a>) = wird die Gleichung 

(71.) "n e„ ¥ (t« + l-2: -i^ üy^ - ö, 

deren linke Seite als ein Prodnct von Factoren des ersten Grades in Bezug 
auf die Grösse co auftritt. Setzt man die Grösse cu successive gleich jeder 
einzelnen Wurzel co^ dieser Gleichung 

(72.) „, = -iii^,,., 

SO wird das Problem dadurch aufgelöst, dass die Differentialquolienten j^/^i, 
9/+2) • • • yl init Ausnahme des betreffenden y\ die Werthe Null erhalten. Die 
Verhaltnisse der Differentialquotienten y^ sind also unabhängig von den be- 
liebig gewählten Werthen der Variationen 8y^^ und bezeichnen das Fort- 
schreiten des Werthsystems j^^ in derjenigen Mannigfaltigkeit der ersten Ord- 
nung, welche dem Constantsetzen der Grössen y/^i, ^i^i^ • • • Sf» i^it Ausnahme 
der Grösse j^^ entspricht, die der jedes Mal genommenen Wurzel cu^ zugehört. 
Der absolute Werth des bezOglichen y^ wird vermöge (62.) durch die Glei^ 
chung 2^(y') = l bestimmt, die gegenwärtig in die Gleichung e^y'^^l aber- 
geht, und co^ ist der correspondirende Werth des Ausdruckes 2lg,dy^. 

I 
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An die Darstellung des Aggregats (60.) als quadratische Form der 
Grössen x^ schliesst sich die Bildung einer Form, die iu der Form f{dx) und 
dem Systeme eon Gleichungen y^ = const. in dem definirten Sinne covariant, nnd 
nach eier Systemen eon Differentialen linear ist. Den a. a. 0. gebrauchten 
Bezeichnungen gemäss werden aus g{dy) und der in (69.) definirten Form 
u{y') die bilinearen Formen 

2 13 

die betreffende quadrilineare Form L{dy,dy, dy,dy) wird aber so definirt 

213 123 321 

(73.) L {dy, dy, dy, dy) = (4/i {dy, dy) fi {dy, dy) - Afi {dy, dy) fi {dy, dy)). 

Die EinSchliessung in eine Klammer deutet an, dass für die Producte 9y„9yß 
aus je zweien von den Variationen dy^ respective die endlichen Ausdrücke 

-^ zu substituiren sind, wo E gleich der Determinante je«^»! und E^^^ = ^ — 

ist. In Folge der Gleichung (19.) wird daher gegenwärtig ^ya^yß durch die 

Null ersetzt, wenn a ^ /? ist, dagegen dy„ <Ty„ durch den Ausdruck Ver- 

möge der Gleichungen 

(74.) rfya = 0, rfy« = 0, rfy„=0, rfy, = 
1 
erhält 2^ {dy, dy) die einfache Gestalt 



(75.) 2^(rfy,4) = -^i^^Mjy„, 



und es ist 



(76.) L {dy, d9, dy, dy) = 2-^ (ßmJv) dgckjy} _ dgjdyjy-) dg(.dy iy)^ 



Hier hat man 



ejs^ = if ^^».«., 



und dadurch entsteht die Darstellung 

(76 » ) L {dy, dy, dy, dy) = i^^ ;2,^ ^ (dyjy,.-dy, dy,.){dy, dy^^-dy^dy,) , 

bei der far a, d alle Paare differenter Zahlen aus der Reihe von /+1 bis 
n zu setzen sind. 
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Wenn die Form g[dy) durch die Gleichungen dy^^^^ in die Form 

(19*.) ^(rfy) = \£e,dy,dy, 

flbergeht, so ist es wesentlich, unter den Grössenverbindungen , die sich mit 
der Form f{dx) und dem System von Gleichungen y^ = const. mitändem, die- 
jenigen zu unterscheiden, welche die Eigenschaft haben, bei jeder Trans- 
formation der Form g{dy) sich entsprechend mitzuverwandeln. Gegenwärtig 
ist die Form f{dx)=^\2dx\ eine Form mit constanten Coefficienten, und in 

diesem Falle geben die, Bd. 71 d. Journals, pag. 292 u. ff., entwickelten Grund- 
sAtse Kenntniss von einigen Grössen Verbindungen dieses Charakters. Nach 

der dortigen Gleichung (13.) wird die fsu g{dy) covariamte quadrUmeare Farm 

_- 2 13 

^{dy,dy,dyydy)^ welche identisch verschwindet oder nicht, je nachdem die 
betreffende Form g{dy) in eine Form mit constanten Coefficienten transfarmirt 

2 13 

werden kann^ oder nicht, durch die in (76*) definirte Form L{dy,dy,dy,dy) 
so ausgedruckt 

(77.) -L{dy, dy, dy, dy) = \li{dy, dy, dy, dy). 

Aus (76*.) entsteht eine Invariante der Form g{dy)^ die «i jenem Orte als 
eine Verallgemeinerung des Gaussischen Krümmungsmasses bezeichnet und 
— -^co genannt worden ist, indem das Froduct der beiden Determinanten von 
Differentialen durch einen endlichen Ausdruck ersetzt wird, der vermöge der 

obigen Gleichung (19.) den einFachen Werlh erhält; demnach ist 

(78.) -iTÜ = ±2;— 2:-^^^^- 

Unter der Voraussetzung, dass die Zahl / = 1 ist, ersetze man auf der linken 
Seite der Gleichung (71.) den einen Ausdruck dy^ ^urch den Ausdruck ^r— , 
und bilde die Gleichung 



(79.) ffyn{io+^°^^) = D,w'-'+D,iü-'-*+'''^D,.x = 0, 

dann sind die Coefficienten gerader Ordnung in der durch Du dividirten 
Function von o) 

(80.) ^, ^, 



... 




Invarianten der Form g{dy). In diesem Falle ist, wie schon früher bemerkt 
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Ve 
worden, der Aasdrack — r-*- gleich derjenigen Grösse, die Herr Kronecker 

^n dem Aufsätze über Systeme von Functionen mehrerer Vartabeln, Monats- 
bericht der Berliner Akademie 1869, August, mit (> bezeichnet hat, die Werthe 

(>y = =^ -^T — ^— aus (72.) werden die »—1 ausgezeichneten Werthe der 

Function q, und 






wird diejenige Grösse, die Herr Kronecker daselbst als eine Verallgemeinerung 
des Gaussischen KrUmmungsmasses erwfthnt. 

In die allgemeinen Formen des angeföhrten Aufsatzes ist zuerst die 
Voraussetzung (19.) 

g{dy) = i-£e«rfyj, 

dann die Voraassetznng 

f{dx) = i^dx] 

eingefflhrt worden.' Es bleibt jetzt Qbrig, die besonderen algebraischen Aut- 
dtücke der Cqeffidenten aas (23.) 



= ai'CyO _ (ja-yi)Cy«-yt)---(ya-yO 

4Q(y.) 4(y.-a,)(y,-o,)...(y.-o0 



'a 



ZU substituiren. Vermöge derselben ist 

(810 ^^ = ^ 

Daher wird der Ausdruck (70.) 

die Gleichung (71.), von dem Factor H^^e^ befreit, 



"i+i\ « 2(yr-y„)/ 



die quadrilinoare Form Siidy,dy,dy,dti) aus (77.) und (76*.) 

ll(dy,dy,dy,dy) 



1 -1' }-2:e„e„.- , ,.\^ ^. idy,dy„.-dy„dy„.)(dyjy„.-dy„dy„ ), 
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dUe Invariante — ^oi aus (78.) 



endlich die Gleiohnng (79.), die sich auf die Voraussetzung /=1 bezieht, 
von dem Factor Hej^Do befreit, 

und der CoefGcient -^ in der betreffenden Function von lo 






5. 

Das Variationsproblem des vorigen Artilcelfi gehl durch die Einffihrung 
der Variabelen y^ und die Berücksichtigung der Gleichungen (61.) in das 
Problem über, dass die erste Variation des Integrals 

ZU Null gemacht werden soll, und die zweite Zeile in (68.) liefert das zu- 
geordnete System von Differentialgleichungen zur Bestimmung der Grössen y^^ 
sobald in den Ausdrfteken gaiy') die Differentialquotienten y^ = gesetzt werden, 

(68«.) e,y':+gAy') = 0. 
Die HamiitoHsche partielle Differentialgleichung, welche der Form 

J{dy) = Ze^dyady^ 
zugehört, ist diese 

nad nimmt durch die Sabstitntioii der AasdrOcke e„ aas (23.) die Gestalt an 

Die Ermittelung eines vollständigen Integrals derselben nach Jacobis Methode 
erfordert die Einführung einer Function vom («— /— 1)*«° Grade, welche 

(84.) ^»_/-i(y) = (y-c/+2)(f-^+3)...(ff-0 

heissen möge, und wo die reellen constanten Grössen C/+29 Ci^^^ . • • ^» die 
Ungleichheiten 

(26^) oj^i > Cj^i > ffi^^ > öJ+2'> Cf+3 >*'••> c, > y^ > a, 
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erfüllen. Bei der Function xin) ^^^ ^^^ Factor, der die constanten Grössen 
y^ enthält, und der Factor, der die veränderlichen Grössen (/„ enthält, zu 
unterscheiden : 

(85) 1^^^^^ ^ (y-yi)---(y-yz) 



In Folge der Gleichung 



(27-.) £^1^A = 1, 



die der obigen Gleichung (27.) entspricht, wird aus (83.) die Gleichung 
Weil nan dieselbe durch die Gleichungen 



(«*■) f "V'^^^^ 



hefriedigt wird, so hat man das vollständige Integral mit den willkarlichen 
Constanten cj+i, C/+j, c/^.3, ... c,, 

IP = P/+., 

(85.) !p _ y l /'^'J Zl(ila)'9n-l-l(S a) J^ , ^ 

^ ^ ^^1+» - f V V Qö^Ö '^9o+c,+i. 

In Betreff der unter den Quadratwurzelzeicben erscheinenden Functionen und 
der Bedeutung der Radicale gelten die zu der obigen Formel (30.) gemachten 
Bemerkungen. Die Anzahl der unter einem Quadratwurzelzeicben vorkommen- 
den Factoren ersten Grades ist auch hier gleich 2n—t. 

Nach Artikel 6. der vorst. Abhandlung ergiebt sich das zu der Trans- 
formation der Form g{dy) bestimmte System von neuen Variabelen, wenn die 
Buchstaben 1^ rj die Zahlen /+2, /+3, ... n bedeuten, folgendermassen 



j''«.=-?t/7"-^=^)^*.+«- 



(86.) N 

bei der Transformatioiisgieichung 

(87.) 2:e„dyl = rfP?+. + ^m|',>,rf*(j^rf*« 
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kommt fär die adjungirten Elemente M^^^^ durch die Determinante ^^'^==|m|p^| 
dividirt, die Bestimmung 






(88.) nk = ^— ^ ^ • 

Die Substitution der bezüglichen Werthe aus (86.) producirt dann die Glei- 
chungen 

Dttrch dieselben Schlflsse, die auf die obige Gleichung (34.) angewendet sind, 
wird nun erwiesen, daäs die Gleichungen 

J^M, -=0 S>n 

(88**.) ,;, , 

bestehen. Hieraus folgen die Bestimmungen 

durch diesß und durch die Werthe e„ aus (23.) wird aber die Transformations- 
gleichung (87.) die folgende . 

Also enthftlt die Form der Differentiale i/P/^t) tf^|^^ in welche sich die Form 

g{dy) verwandelt hat, ebenfalls nur die Quadrate der Differentiale. Die Glei- 
chnngen <P^^ = 4f^{0) sind n — /— 1 Integrale des Systems von Differential- 
gleichungen (68".). Die erwähnte Eigensfchafl der resullirenden Form berech- 
tigt nun zu der Aussage, dass die «— -/ Mannigfaltiglceiten der (« — /— 1)*'"* 

Ordnung P/^i = const. , *^^ = const. mit Rficksicht auf die Form 2g {dy) ein 

System von orthogonalen Mannigfaltigkeiten bilden. Diese Form 2g {dy) ist 
aber unter den vorliegenden Verhältnissen in ein Aggregat von den Quadraten 
der Differentiale irgend welcher {n—2) Variabelen nicht transformirbar, weil die 
% dem vorigen Artikel gebildete, derselben zugeordnete quadrilipeare Form 
^{dy, dy^ dy, dy) nicht identisch verschwindet. 
Bonn, den 15. Juli 1871. 

22 • 
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Die Elemente der Functionenlehre« 

(Von Herrn E. Heine in Halle a/S.) 



JLfas Fortschreiten der Fanctionenlehre ist wesentlich durch den Um- 
stand gehemmt, dass gewisse elementare Sätze derselben, obgleich von einem 
scharfsinnigen Forscher bewiesen, noch immer bezweifelt werden, so dass die 
Resultate einer Untersuchung nicht überall als richtig gelten, wenn sie auf 
diesen unentbehrlichen Fundamentalsfttzen beruhen. Die Erklärung finde ich 
darin, dass zwar die Principien des Herrn Weieretrase, direct durch seine 
Vorlesungen und andere mflndliche Mittheiiungen , indirect durch Abschriften 
von Heften, welche nach diesen Vorlesungen gearbeitet wurden, selbst in 
weiteren Kreisen sich verbreitet haben, dass sie aber nicht voa ihm aelbst 
in authentischer Fassung durch den Druck veröffentlicht sind, so dieiss es keine 
Stelle giebt, an welcher man die Sätze im Zueammenhange entwickelt findet. 
Ihre Wahrheit beruht aber auf der nicht völlig feststehenden Definition d«r 
irrationalen Zahlen, bei welcher Vorstellungen der Geometrie, nämlich Aber 
die Erneugun^ einer Linie durch Bewegung, oft verwirrend eingewirkt habMt 
Die Sätze sind für die unten ssu Grunde gelegte DeßinUion der irreManabm 
Zahlen gültig, bei welcher Zahlen gleich genannt werden, die eich um keime 
noch 80 kleine angebbare Zahl unterecheiden, bei welcher femer der irrationalen 
Zahl eine wirkliche Exietenz zukommt, so dass eine einwerthige Function Air 
jeden einzelnen Werth der Veränderlichen, sei er rational oder irrationali 
gleichfalls einen beetknmten Werth besitzt. Von einem anderen Standpunkte 
aus können allerdings mit Recht Einwände gegen die Wahrheit der Sätze er^ 
hoben werden. 

Nicht ohne Bedenken veröffentliche ich diese Arbeit, deren erster^ 
wesentlichster Theil „Ueber Zahlen^^ bereits seit längerer Zeit vollendet ist 
Abgesehen von der erheblichen Schwierigkeit, einen solchen Stoff darzustellen, 
trug ich Bedenken, eine Arbeit zu veröffentlichen, welche vorzugsweise die 
mir durch mändliche Mittheilung äberkommenen Gedanken Anderer, besonders 
des Herrn Weieretraee enthält, so dass mir wenig mehr als die Durchfähnuig 
angehört, bei der es darauf ankam, keine irgendwie erhebliche Lflcke zu 
lassen. Hauptsächlich ist es die Nothwendigkeit, mich in einer späteren Ab- 
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handlung auf die Fundamentahsfilse der FuDctioneiilehre zu besiehen, welche 
mich liennoch zur Veröffentlichung der gegenwärtige« veranlaeste, in der ich 
seblieselich diese Sitze beweise. 

Zn besonderem Danke bin ich dem Herrn CmUor in Halle fbr seine 
mfindlichen Mittheilnngen verpflichtet ^ welche einen bedeutenden Einflnss auf 
die Gestaltung meiner Arbeiten ausübten^ indem ich von ihm den Gedanket 
entlehnt«, die allgemeinen Zahlen vermittelst jener besonders geeigneten Reihen 
einzufahren, die hier (A, §. 1, Def. 1) Zahlenreihen genannt werden. Es scheint 
mir dies eine, besonders fflr die Anwendungen auf die Functionenlehre (B, 
§.3, Lehrs. 1), glöchliche Fortbildung der ursprünglichen Einfflhrungsart, 
bei welcher die allgemeineren Zahlen durch die in ihnen enthaltenen Viel- 
fachen gewisser Grössen in unendlicher Anzahl bestimmt w^den. Die Be-\ 
rechtigung, das durch die Reihen Eingeffihrte als Zahlengrösse zu betrachten, 
findet Herr Cantar darin, dass es möglich sei, aueh hier die Begriffe des } 

Grösser-, Kleiner- und Gleichseins festzustellen. 

Die Frage, was eine Zahl sei, beantworte ich, wenn ich nicht bei den 
ratiimalcii positiven stehen bleiben will, nicht dadurch dass ich die Zahl he«- 
grifflieh definire, die irrationalen etwa gar als Grenze einffihre, deren Existenz 
eine Voraussetzung wäre. Ich stelle mich bei der Definition anf den rein 
farmalen Standpunkt *), ifuiem ich gewisse greifbare Zeichen Zahk» »etme^ so * 
im» die Existenz dieser Zahlen also nicht in Frage steht. Ein Hauptgewicht 
iit auf die Rechenoperation zu legen, und das ZahlBeiehen muss so gewählt; 
oder mit einem solchen Apparate ausgerüstet werden, dass es einen Anhalt 
zur Definition der Operationen gewährt. 

Rechenoperationen heissen Regeln, nach welchen zwei Zahlen, die durch 
das Operationszeichen verbunden sind, gegen eine einzige umgetauscht werden 
kiHmen. Diese Regeln werden zunächst so festgesetzt, daes sie das Resultat 
der gewöhnliehen Rechnung geben, wenn die eingeführten Zahlen allein 0, 1, 
3, 8, etc. waren. Die Unmöglichkeil der Suhtraction in vielen Fällen veranlasst 
zur Einführung neuer Zeichen oder Zahlen : für jedes schon vorhandene Zeichen 
a führt man noch ein Zeichen neg(a) ein, und erweitert (Ke Definition der 
Operationen in geeigneter Art, so dass sie für die neoen Zeiehen noch ein 
Resultat liefern, an die früheren angebracht, dasselbe wie früher. Dann zeigt 



*) Auf die in dieser EinleituDg mitgetheilte Art leite ich seit vielen Jahren meine 
Vorlesungen über algebraische Analysis ein. 
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sicb^ nacb zweckmässiger Definition der Subtraction., dass neg-(a) = 0—a sein 
miiss. Die Unmöglichkeit der Division zweier Zeichen a und b, wenn der 
Quotient nicht eine ganze Zahl ist, veranlasst, Doppelzeichcn (a^ b) den frftberen 
hinzuzuffigen , wobei man die Verbindung mit diesen dadurch herstellt, dass 
es erlaubt sei« soll, (a^ 1) mit a zu vertauschen. Erweitert man dann die 
Erklärung der Multiplication , so zeigt sieb, dass {a,b) nichts anderes ist, als 
das Resultat der Division von {a,i) durch (A^l), oder von a durch b. Nun- 
mehr sind für die eingeföhrten Zahlen die Addition, Subtraction, Multiplication, 
und im Allgemeinen die Division möglich — nfimlich letztere ist in einem Falle 
unmöglich, wenn der Nenner Null und der Zähler nicht Null ist. Die Un- 
möglichkeit, die Wurzelausziehung in allen Fallen, dann auch noch andere 
transcendente Operationen an den bisher eingeföhrten Zahlen vorzunehmen, 
v^anlasst zur EinfOhrung neuer Zeichen, der reellen irrationalen und der ima- 
ginären Zahlen. Wie die ersteren gewählt werden, um eine Handhabe fflr 
die Operationen zu geben, sieht man im Abschnitte A. Ich habe mich in dem«> 
selben auf die reellen Zahlen beschränkt, da man von ihnen ohne Mühe zu 
den eomplexen gelangen kann, indem man zu den Zeichen der reellen Zahlmi 
u, b, etc. noch zusammengesetzte einfuhrt. Statt der eomplexen Zahl n+b^—i 
tritt nämlich als Zeichen {a^b,) ein, welches, nach geeigneter Erklärung der 
Addition ) gleich a+fr, wird, nach der Erklärung der Multiplieaiion zunächst 
glmch a+6.1,, und endlich, da aus derselben Erklärung folgt, dass 1^ eine 
Wurzel aus —1 ist, gleich a+iy^— 1. 

A. Ueber Zahlen. 

§. 1. Die Zahlenreihen. 

1. Definition, Zahlenreihe heisst eine Reihe von Zahlen «i, aj, etc^ 
a^y «ic., wenn fflr jede noch so klein gegebene von Null verschiedene ZtU 
ff ein Werth m existirt, der bewirkt, dass a^—a^^^ für alle ganzen positiven 
y unter rj liegt. 

Anmerkutig. Das Wort Zahl, ohne weiteren Zusatz, bedeutet im Ab- 
schnitte A. immer rationale Zahl. Die Null wird hierbei wie eine rationale 
Ziiibl angesehen. 

2. Definition. Jede Zahlenreihe, in welcher die Zahlen a«, mit 
wachsendem Index n^ unter jede angebbare Grösse herabsinken, heisst Ele^ 
mentarreihe. 
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Folgerung, Die Glieder a jeder einzelnen Zahlenreihe bleiben unter 
einer endlichen Grösse. Ist die Reihe nicht eine elementare, so bleiben sie;, 
▼on einem gewissen Werthe des Index n an, auch sämmtlich über einer von 
Null verschiedenen Grösse. 

Bezeichnung. Der besseren Uebersicht halber sollen griechische Buch- 
staben für die Glieder nur bei Elementarreiben verwendet werden. Es ist 
also rji^ r]2^ etc. eine Elementarreihe. 

1. Lehrsatz. Ist sowohl Oi, Os^etc. als auch &(, 629 ^tc. eine Zahlen- 
reihe, so sind auchai + &i, (h+b^^ etc., ferner ai — &|, 02—62, etc. und aj^i, 
0262, etc. Zahlenreihen. 

Beweis, Es ist 

{antbn)—{a»-^r±bn+y) = (»• — 0»+v) ± (*« — 6^+ J 9 

wenn die oberen Zeichen zusammen gehören und ebenso die unteren. Dieser 
Ausdruck wird mit wachsendem n beliebig klein, da die a und die b eine 
Zahlenreihe bilden, also (§. 1, Def. 1) a^ — a^^y und b^—b^^^ mit wachsendem 
n beliebig klein werden. 
Aehnliches gilt für 

a^b^ — a^^yb^^y = «»(6,— 6»+J + 6«fy(o«-o,+K), 
da an und b^^y unter einer endlichen Grösse bleiben (§. 1, Folg.). 

2. Lehrsatz. Unter den Voraussetzungen des ersten Lehrsatzes, und 
wenn noch ausserdem die a keine Elementarreihe bilden, ist auch 

^ i K 

eine Zahlenreihe. 

Beweis. Es ist 

ö» «n+y ö«ö»+y On(ht-\-y 

Da der Zähler des Ausdruckes auf der rechten Seite mit wachsendem n be- 
liebig klein wird, der Nenner aber Aber einer von Null verschiedenen Grösse 
bleibt (§. 1, Folg.), so wird auch die linke Seite mit wachsendem n beliebig klein. 

3. Definition. Zahlenreihen Oi, a^, etc. und 61, 62, etc. heissen nur 
und immer gleich, wenn die Zahlenreihe ai— 61, 02—63, etc. eine elementare ist. 

3. Lehrsatz. Alle Elementarreihen sind einander gleich, und umgekehrt 
ist eine Elementarreihe keiner anderen Zahlenreihe als einer elementaren gleich. 

Beweis. Sind €. und 17« Glieder von zwei Elementarreihen, so sinkt 
«.—17« mit wachsendem n unter jeden Grad der Kleinheit. Es ist daher 



176 Heine, die Elemente der FundianenMure. 

«I— ^M *2— ^2, etc. eine elementare Reihe, also (§. 1, Def. 3) wirklich die 
Eiemontarreihe €i, $2^ etc. gleich der anderen iji, 172, etc. 

Eine nicht elementare Reihe mit dem n^ Giiede a» kann aber nicht 
gleich der elementaren mit dem n^^^ Giiede s^ sein, weil a.— f„ mit wachsen- 
dem ft Aber einer angebbaren Grösse bleibt (§. 1, Folg.). 

§.2. Einführung der allgemeineren Zahlen oder Zahlzeichen. 

Forderung, Einer jeden Zahlenreihe ein Zeichen hinzuzufügen. 

Man ftihrt als Zeichen die Reihe selbst ein, diese in eckige Paren- 
thesen gesetzt, so dass z. B. das zur Reihe a, b, c, etc. gehörende Zeichen 
[a, by c, etc.] ist. 

1. Definition. Allgemeinere Zahl oder Zahlzeichen heisst das zu einer 
Zahlenreihe gehörende Zeichen. 

2. Definition. Zahlzeichen heissen gleich oder sind vertauschbar, wenn 
sie zu gleichen, ungleich oder nicht vertauschbar, wenn sie zu ungleichen 
Zahlenreihen gehören (§. 1, Def. 3.). 

Bezeichnung. Sind [a, b, etc.] und [a'^ b\ etc.] einander gleich, so wird 
dies durch [a, b, etc.] = [a\ b\ etc.], oder durch [a', b\ etc.] = [a, 6, etc.] be- 
zeichnet. 

Abkürzung. Als Zahlzeichen, welches zu einer Zahlenreihe gehört, 
deren Glieder mit den gleichen kleinen Buchstaben gebildet sind, soll auch 
der entsprechende grosse genommen werden können, daher als Zeichen von 
[ö|,a2,elc.] auch A, von [^j,%,etc.] auch H. 

Festsetzung. Das Zahlzeichen, welches zu einer Zahlenreihe gehört, 
die nur gleiche Glieder a enthält, sei die rationale Zahl a selbst. 

1. Folgerung. Es ist also (§2, Bezeichn.) 

{a,, Os, aj, . . .] = -4, 
[a, a, a, . . . ] = a. 

1. lAikrsatz. Das Zeichen jeder Elementarreihe ist 0. 

Beweis. Alle Elementarreihen sind gleich ($.1, Lehrs. 3), also sind 
die Kelchen aller Elenientarreihen gleich (§. 2, Def. 2), also gleich den Zeichen 
[0, 0, 0, etc.], also (§.2, Folg. 1) gleich Null. 

Krläuterung. Man rechnet nicht mit Zahlenreihen, sondern mit Zahl- 
fleiclien. Die Rechenoperationen werden unten (§. 3) durch die Zahlenreihen 
4eAAirt, und zwar so definirt, dass sie die bekannten Resultate far rationale 
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Zahlen liefern, wenn die Glieder ai^ a^^ etc. sämmtüch gleich, also die Zahl- 
seichen rationale Zahlen werden: die obige Fe^H^nmg ist daher gestattet. 

3. Definition. Es heisst A^B, wenn a^ — K von einem gewissen 
Werthe der Zahl n an immer angebbar positiv, und A<iB^ wenn a^—b^ von 
einem gewissen n an angebbar negativ bleibt. 

Erläuterung. Das Gleichsein schliesst ein Grösser- oder Kleinersein 
aus. Ist nfimlich A=^B, so gehören die Glieder a^—b^ einer Elementorreihe 
an; ist aber nicht ^ = ^ so gehören die Glieder a^—b^ nicht einer Elemen- 
tarreihe an, bleiben also, absolut genommen, (§.1, Folg. 1) über einer von 
Null verschiedenen Grösse, so dass dann entweder AZ>B oder A<iB. 

2. Folgerung. Wenn A^ B, so ist auch B <CA. 

2. Lebrsata^. Die Zeicjien der beiden Reiben 

öl, «2 9 etc., a^, 6^, 6^^,, A^^j, etc., 

sind einander gleich. 

Beweis. Die beiden Reihen sind einander gleich, da die Reihe der 
IMSerenzea 

öl— 6|, 02 — ^2, etc., a^--b^^ b^—b^^i^ 6^+1 — 6^+29 etc. 

eine Elementarreihe ist. (§.2, Def. 2; §. 1, Def. 3). 

3. Folgerung. *) Ein Zahlzeichen bleibt ungeändert, wenn man von 
der Reihe, xn der es gehört, eine beliebige endliche Anzahl von Gliedern 
fortlässt. 

§. 3. Beebnen mit allgemeineren Zahlen. 

1. Definition. A±B ist dasjenige Zeichen, welches zur Zahlenreihe 
(§. 1, Lehrs. 1) «i±6|, 04 ±62^ etc., und AB dasjenige, welches zur Zahlen- 
reihe ai6i, 0,62, etc. gehört. Ist nicht ^ = (§. t, Lehrs. 2; §.2, Lehrs. 1), 

B 
so gehört -j- zur Zahlenreihe 

A. A. A. 

I t 8 



*) Man ersieht hieraus^ dass es genügt hätte, in das zur Reihe gehörende Zeichen 
nicht ihre ersten Glieder, sondern nur das allgemeine Gesetz aufzunehmen, so dass 
man als zur Reihe a, , a, , etc. gehörendes Zeichen auch [On] wählen durfte. Dies 
fuhrt auf die auch sonst übliche Bezeichnung, indem man nur noch die Parenthesen 
mit Punkten vertauscht, und z. B. nicht, was erlaubt ist (§.4, Beispiel), ^ = 
[0.1, 0.11,0.111, etc.], sondern =0,111 ... setzt. Es wird übrigens im Folgenden 
die bisherige Bezeichnung überall beibehalten. 
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1. Folgerung. Ist A±B='C, oAerAB^C, oder, vorausgesetzt, dass 
A nicht den Werth NoU besitzt, -j^^B^ so hn\ man resp. 

Umgekehrt folgen aus den letzten drei Gleichnngen die ersten. 

2. Folgerung, Es ist ^±0=^. 

3. Folgerung, Das Zeichen, welches zu —a^^ —ch^ etc. gehört, ist 
gleich 0—^. 

Anmerkumg. Man ist fiberein gekommen, —A statt 0—^ zu setzen; 
man rechnet mit —.4 so, als ob der rollsfindige Ausdruck, den es vertritt, 
vorliegL 

2. DefimitioM. Zakhtertk oder absolvter Werth eines Zeichens A ist 
das Zeichen, welches man erhftlt, wenn nan statt der a in der Reihe ihre 
Zahlwerthe setzt. 

Lehrsatz. Wenn A±B=C, oder AB = C und dann nicht zugleich 

il = 0, SO wird resp- ^4 = C+fi oder ^ = y* 

Bewris. Im ersten Falle ist (§.3, Folg. 1) fl.±ft«+i?. = c„ fblgBch 
«*r 'ii. c* + A«- Also hat man 

[ot-f «ii. »{+?tietc.] = [ei + fci, Cj + Aj» etc.]. 
Dio linke Seile giubl v$^ 3, Def. i; $. 2, Lehrt 1) ^+0 oder (§. 3, Folg. 2) 
•I« di«» rockte ($.^ Def. 1) C + A. Der Beweis im zweiten Falle wird'^Ahn«* 
lieh geführt. 

§.4. Verhallen Jl^^^ allgenieiueren Zahlen zu den rationalen. 

L />i>^Mni. Uiebt M Rhr (rationale) Zahlen ai, Oi, etc. ?ine (ratio- 
iiaU>> tM Ü vun der Be^haffeoheil , dass 31 -o^ mit wachsendem n unter 
jodou ang^kbiMr^ii >Verik sinkU so heisst % die Grenze der o. 

r itkts^t^s ResiUen die Glieder der Zahlenreihe ai, Oj, etc. eine 
irwIioMÄlo"^ Grviue Ä. so ist « auch das zur Reihe a,, a,, elc. gehörende 

Xoicho« 

^ort^ Nftck dem Begriffe der Grenze (§. 4, Def. 1) bilden die Glieder 

^^uo >:UM^ivMt«^m^iho. deren Zeichen Null ist ($• 2, Lehrs. 1). Dieses ist aber 
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also (§. 2, FeslBet«) gleich H—A. Hieraus folgt in der That 

Beispiel. Da die Brüche 0.1, 0.11^ 0.111^ etc. der (rationalen) Zahl 
^ beliebig nah^ kommen^ so ist ^Man ygl. die Bemerkung zu §.2, Folg. 3) 

: 1 = [0.1, 0.11, 0. tu, etc.]. 

2. Definition. Von Zahlzeichen Ci, G2, etc., C„, etc. sagt man, dasi 
sie mit wachsehdeni n unter jeden arigebbaren W^rfh sinken, wenn für jedes, 
von NoH verschied eile, Zahleeichen D ein solcher Werth Ton n existirl, dass 
för dieses n und ^lle positiven jganisen ZiÄlen f der Zahlwerth von C^^y (§.8, 
Def;2) kleiner lel (§3, Def. 3) als der voir D.' 

Folgerung. Ist dies fOr Jedes © dfer Fall, sotrilt es auch ffli* jede 
rationale Zahl d ein, indem eine rationale Zahl ein specieller Fall des Zahl- 
zeichens ist (§. 2, Fests.). Aber auch umgekehrt : tritt es für jede rationale 
Zfibl d ein, so ist ^ fjij; Jedes Zahlzeichen D der Fall. ,. Soll es näoolich fOr 
ein bestimmtes D eintreteUe dessen ^ahliverlb gleich [cfi, cf,, eta] und nicht 
liuU tsi^ so das3 also auch d^ angebbar über Null bleibt, so giebt 03 eiae po- 
sitive rationale Zahl d, die kleiner i$t als alle. Zahlen d^ von einem bestimmten 
m an. Sinken nun die Zahlwerthe der C^^y unter dySQ das^, wenn ein solcher 
Zahlwerth durch [ci,C2,elc.] dargestellt wird, d—c^ mit wachsendem m immer 
positiv bleibt, so wird, da d^ > rf^ auch d^—c^ positiv bleiben! Es genügt 
alsOy wenn dc^s Criterium für die rationalen Zahlen D erfüllt ist. 

3. Definition. Ist A ein bestimmtes Zahlzeichen, und sinkt A — B^ mit 
wachsendem n unter jedes angebbare Zahlzeichen, so heisst A die Grenze der B. 

2. Lehrseda. Das ZahUeichen A üt die Grenze der Glieder a der 
Reike^ stf welcher es gehört. 

Beweis. Man hat zu zeigen (§4, Def. 3), dass A — a^ unter jedes 
«Dgebbare Zahlzeichen, also nur (§.4, Folg.) ^ dass es uBtw jede rationale 
Zahl d sinkt. Nun ist A — a^ gleich 

[öl— ö«, «2-0», etc. , a« — a^, a»+i — ö«, etc.], 

oder (§. 2, Lehris. 2) gleich 

Nimmt man n hinreichend gross, so bleiben in dem vorstehenden Ausdrucke 
die einzelnen Glieder der Reibe unter d^ also liegt das Zahlzeichen unter 
[d,d,d, etc.], d. h. anter d. 

23» 
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§. 5. Die irrationalen Zahlen beliebiger Ordnungen. 

Bezeichnung. Die allgemeineren Zahlen, wenn sie auch in besonderen 
Fflllen rationale werden, sollen irrationale Zahlen erster Ordnung heissen. 
Wie aus den rationalen Zahlen diese Irrationalen erster Ordnung A gebildet 
wurden, so lassen sich aus diesen wiederum Irrationale zweiter Ordnung Äy aus 
diesen Irrationale dritter Ordnung A", etc. bilden. Die Irrationalen m+V^ 
Ordnung werden durch A^"*^ bezeichnet. 

Irrational, ohne HinzufQgung der Ordnung, steht dem Rationalen gegen- 
über. Dass irrationale Zahlen existiren, dass also nicht alle Grössen A^"^ 
rationale Zahlen sein können, wird im Abschnitte B, $. 3, Folg. 2 gezeigt. 

Lehrsatz. Die IrraUanaUtäten m+2^'"' Ordnung sind keine neuen, 
sondern stimmen mit denen erster Ordnung überein. 

Beweis^). Es sei 

Ferner mögen ai, 02, 039 etc. rationale Zahlen vorstellen, die resp. unter 
A^r^^ A^r^^ Ai"^^ etc. liegen, und sich von diesen um weniger als resp. 1, 4» 
^, etc. unterscheiden. Heisst das zu »i, «3, 03, etc. gehörende Zeichen, 
welches also eine irrationale Zahl erster Ordnung ist, A, so wird A^^^^^—A 
das Zeichen einer Elementarreihe oder Null, d.h. es ist ^^"^'^ gleich A. 



B. lieber Functionen. 

§. 1. Functionen im allgemeinen. 

Definition. Einwerthige Function einer Veränderlichen x heisst ein 
Ausdruck, der fflr jeden einzelnen rationalen oder irrationalen Werth von x 
eindeutig defioirt ist. 

Erläuterung. Der Werth der Function fflr einen irrationalen Wertb 
der Veränderlichen darf also nicht so definirt sein, dass er von der specteilen 
Zahlenreihe abhängt, durch die gerade jener irrationale Werth gegeben wird, 
er muss vielmehr derselbe bleiben, welches eon den gleichen Zahlzeichen auch 
zur Feststellung des irrationcUen Werthes x gewählt war. 



*) Es wird vorausgesetzt, dass man die Irrationalitäten höherer Ordnungen 
ebenso bebandelt , wie im Früheren die erster Ordnung bebaudelt wurden. Dann 
ergeben sich eanz ähnliche Beziehungen, die ich hier ohne weiteres voraussetze; da 
ihre Entwickelung wesentlich eine Wiederholung des Früheren sein würde. 



Heine, die Elemente der Funciionenlekre. 181 

1 . Lehreatü. Jede ganze Potenz' von x ist eine ein werthige Function. 
Betteii. Es sei irgend ein bestimmter, rationaler oder irrationaler 

Werth von x, ier JIT heissen möge, sowohl durch [0:1,0^, etc.] als auch darch 
das demselben X gleiche Zeichen [^i^yi^otc] gegeben,*) so dass also (A, 
§.2, Def. 2) rT)— y,, 0:2— y,, etc. eine Elementarreihe 771, 17,, etc. bilden. Nach 
m maliger Maltiplication von X mit sich selbst (A, §. 3, Def. 1) wird erhalten resp. 

[(fT, X?, etc.], [yT, 97, etc.], 
welche Zahlen Qb^reinstimmen, da ihre Differenz 

[{^i + ViT—^T^ {^2 + V2T—xT, etc.] 
das Zahlzeichen einer Elementarreihe ist. 

Folgerung. Jede sogenannte ganze Function von x ist eine Function 
von x. 

2. Lehrsatz. Es sind sinx und cosx Functionen von x. 

Beweis der ersten Behauptung. Als Erklärung von sina; gilt die be- 
kannte Potenzreihe, was man so fassen muss, dass sina; das Zeichen ist, 
welches der Zahlenreihe 

X* X* x^ 

X, X ^, X 5" + -i2ö"^ ®*^- 

angehört. Jedes Glied, wie weit man auch geht, ist eine ganze Function 
von Xy hat also, unabhängig von der Entstehung von x, einen völlig be« 
stimmten Werth. Sind die Glieder der Zahlenreihe vollständig bestimmt, so 
ist es auch das zu ihr gehörende Zeichen, nämlich sina;. 

Anmerkung. Es sollte hier kein Mittel gegeben werden, sina: fBr einen 
irrationalen Werth von x, etwa durch Annäherung, zu berechnen, indem man 
Näherungswerthe sinoTj, sina;^, etc. bildet, wo oti, X2^ etc. Glieder der Zahlen- 
reihe fflr den irrationalen Werth vorstellen. Bisher wurde hier noch nicht ein- 
mal untersucht, ob der Sinus dieses Werthes mit sinoTi, sinx:^? etc. zusammen- 
hängt. (M. vgl. B, §.2, Eriäut.). Wie eine irrationale Zahl eine völlig 
bestimmte Bedeutung besitzt, so kommt auch dem Sinus jeder Zahl eine solche 
zu, — nur dies ist bisher bewiesen. Es hat also einen Sinn, wenn man von 
der Summe einer Fourierschen Reihe, in welche man eine endliche Function 
entwiclielt hat, auch an den Sprungslellen bandeil. Der Einwand, dass ein 



*) Nach den im §. b angedeuteten Erweiterungen wird man unter den Grössen 
X und y nicht mehr rationale Zahlen verstehen müssen; sie können auch sämmtlich 
oder theilweise irrational sein. Da das Folgende nur von Functionen handelt^ die 
einwerthig sind, so wird es überflüssig sein^ diese Bezeichnung jedes Mal hinzuzufügen. 
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Werib dort oicht existire, wenn die Abscisse, durch n getbeüt, eine irratio- 
Dale Zahl ist. konnte nur so lange als berechtigt gelten^ als man den Irratio- 
nalilfiten nicht eine selbständige Existenz beilegte. -(Durch die numerische 
Berechnung der Summe wird man sich übrigens bei Berücksichtigung einer 
geringeren Anzahl n von Gliedern dem Mittelwerthe, bei einer beliebig grossen 
dem Werthe vor oder nach dem Sprunge nöhem. Die Anniherung an den 
JMittelwerth kann man durch ein grösseres » nur dann vcrgrössern, wenn man 
für die kritische irrationale Abscisse einen solcheo rationalen Wertb gesetzt 
hat, der dem wahren Werthe derselben hinlänglich nahe kommt). 

§.2. Bedingungen der Contiuuität. 

1. Definition, Eine Function f{x) heisst bei einem bestimmten einzelnen 

Werthe x = X continuirlich , wenn, für jede noch so klein gegebene Grösse 

e^ eine andere positive Zahl r/g von solcher Beschaffenheit existirt, dass für 

keine positive Grösse tj, die kleiner als rj^ ist, der Zahlwerth von fiX±ri)—f{X) 

das e überschreitet. 

1. Folgerung, Zwei Functionswerlhe für Argumente x^ welche zwischen 
X—7] und X+Tj liegen, können sich höchstens um 2e unterscheiden. 

Erläuterung. Eine Function ist nur ein Aggregat von einzelnen Werthen 
(A, §.1) Def.); ein Zusammenhang zwischen denselben, so dass ein Werlh 
sich aus den Werthen in der Umgebung ergiebt, wird erst durch die Conti- 
nuitat hergestellt. 

1. Ijchrsat^s. *) Ist eine Function /*(a;) bei x^X conlinuirlich, so 
bilden für jede Zahlenreihe Xi, x^^ etc., die das Zeichen X besitzt , auch 
/(o^j), fixQ\ etc. eine Zahlenreihe mit dem Zahlzeichen f{X)\ und umgekehrt, 
wenn für jede Zahlenreihe x^^ x^^ etc., die das Zeichen X besitzt, auch 
/(xj), f{x2\ etc. eine Zahlenreihe mit dem Zeichen f^X) bilden, so ist f{x) 
bei x = X continuirlich. 



*) Den Satz, dass die Function nur und immer continuirlich ist, wenn f(X) — f(Xm)f 
für jede Zahlenreihe von X beliebig klein wird, mit seinem Beweise, entlehne ich dem 
Herrn Cäntor. Während ich mich hier auf Functionen mit einer Veränderlichen be- 
schränkC; hat Herr Cantor allgemein Functionen mehrerer Veränderlichen behandelt; 
er wird zeigen, dass diese Functionen die Continuität, welche ich an einer anderen 
Stelle (Dieses Journal, Bd. 71, S. 361) eine gleichmässige nannte, besitzen, wenn sie 
in jedem einzelnen Punkte gewisse Bedingungen erfüllen. Den allgemeinen Gang des 
Beweises einiger Sätze im §. 3 nach den Principien des Herrn Weierstrass kenne ich 
durch mündliche Mittheilungen von ihm selbst, von Herrn Schu>ar% und Caniar, so dass 
bei diesen Beweisen nur die Durchführung im Einseinen von mir herrührt 
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Beweis. Erstens. Jede Zuhlenreihe Xi^ a^^ etc. lässt sich mit Hülfe 
einer Elementarreihe als X+i^n ^+^21 etc. darstellen. Ist nun die Function cbn-*- 
tfnuirlich, so werdert ffir jede gegebene Grösse (B, §.2, Def. i) die Glieder 
der Reihe t/,, t;,? etc. unter i;,, herabsinken, so dass, von einem gewissen 
Werlhe von » an, /(JC+i?J — /"{JC), d. h. f{x^)—f{X) ni^ht mehr « über- 
schreitet. Diese Differenz ist, da man £ beliebig klein nehmen kand, das 
allgemeine Glied einer Elementarreihe, /(aj,)—/'(-y), f{x2)—fiX)^ etc., deren 
Zahlzeichen daher Null wird. Andererseits ist es auch (A, §. 3, Def. 1*) gleich 

[/(^i), fix,), eic,]-fiX), 

wodurch der erste Theil bewiesen ist, nämlich die Gleichheit 

fiX) = [f{xO , nx,) , etc. ] . . 

Zweitens, Erfüllt nun die Function die vorstehende Bedingung, welcbe Jb^ 
sagt, dass für jede Zahlenreihe Xi^x,, etc. ohne irgend eine Ausnahme, deren 
Zahlzeichen X ist^ f{(i'^i)^f{X,\ f{t2)—f{X)^ etc. beliebig klein werden, $^ 
folgt daraus ihre Continuitüt. Würde nfimlich, wenn man eine bestiimnte ZaM 
B festhält (B, §. 2, Def. 1), wie klein man auch eine Zuhl i^u nimmt^ nieipab 
die Bedingung der Continuität erfüllt sein, würden also noch immer Werthe 
ri unter i?o exisliren, für welche f{X+i])'—f{X) über € bleibt, so sei für 
irgend eine Grösse von Tj^^ ein solcher Werth .von 1] (anter diesem tj^), fi^* 
welchen obige Differenz nicht kleiner als € ist, gleich r/. Für einen halb so 
grossen Werth von ly,, möge die Differenz bei r] = 7]" nicht kleiner als e sein; 
für ein 770 gleich der Hftlfle des früheren (dem Viertel des ersten) möge dies 
bei 17 = V" geschehen, Q; s. f. Da die Werthe von 170 eine Eltmentarreihe 
bilden, so ist dasselbe mit (den kleineren) t]', tj", V, etc. der Fall; es wflrden 
also X+rj\ X+i]"^ etc. eine Zahlenreihe a^j, 0:29 etc. thit dem Zeichen X 
vorstellen, ohne dass doefa f{xi)—f{X\ f{x2)^f{X), ^c. unter 6 sinken — 
gegen die Voraussetzung. 

2. Ldirsatfs. Eine continuirliche Function f{x) ist für jedes x bekinnl^ 
wenn sie für jeden rationalen Werth dieser Verftnderlicben gegeben ist. 

Beweis. Es sei X eine irrationale, durch die Reihe a?i, Xt, 0^3^ eto. 
gegebene Grösse; ferner mögen Sfi,y2v93 9 ^^* rationale Zahlen vorstellen, 
die sich von Xi, a^^, x^, etc. um weniger als 1 , ^, ^, etc. unter scheiden. 
Da die x von. den gleichnamigen y nur um Glieder einer Elementarreihe ver- 
schieden sind, so ist auch (A, §.2, Def. 2) X gleich [sfi^y^^etc], also (ü, 
§.2, Lehrs. 1) 
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nX) = [Ay,), f(9,), etc.], 
folglich bekannt. 

3. LehreaH. Jede ganze Potenz oc"* ist bei jedem einzelnen Werthe 
x^X continuirlich. 

Beweis, Es sei wiederum A = [0:1,0:2, etc.], woraus folgt (A^ $• 3^ 
Def. 1} dass 

A — - La?!, X29 • • • J 
sei. Dies ist aber (B, $. 3, Lehrs. 1) die Bedingung der Continuitit ffir eine 
Function f{x) =- ar"' bei X. 

2. Folgerung. Jede ganze Function ist bei jedem einzelnen Werthe 
der Veränderlichen continuirlich. 

4. Lehrsatz, Es ist sino: bei jedem einzelnen Werthe x^X con- 
tinuirlich. 

Beweis. Man bat nachzuweisen, dass sina?i, sin^c,, etc. eine Zahlen- 
reihe bilden, und zweitens, dass das Zeichen derselben sinX ist. Beides folgt, 
wenn man gezeigt hat, dass die Reihe sinJT— sino^i, sinA*— sina^, etc. eine 
elementare ist. In der That wird aber sinJT— sinar. oder 



[jC-a:,, X-x^ ^^, etc.] 



mit wachsendem % beliebig klein. 



§.3. Eigenschaften cootinuirlicher Functionen. 

1. Definition. Eine Function f{x) heisst cofi<tfiiitriie4 von ar = a bis 
x=^ bf wenn sie bei jedem einzelnen Werthe x = X zwischen x=a und x=^b, 
mit Einschluss der Werthe a und b, continuirlich ist (B, §. 2, Def. 1); sie beiast 
gleichmässig continuirtich von x = a bis x= b, wenn ffir jede noch so kleine 
gegebene Grösse e eine solche positive Grösse rjo existirt, dass für alle posi- 
liven Werthe 1;, die kleiner als 170 sind, f{x±ri)--f{x) unter « bleibt. Welchen 
Werth man auch x geben möge, nur vorausgesetzt, dass x und x + 17 dem 
Gebiete von bis b angehören, muss dasselbe 770 das Geforderte leisten. 

1. Lehrsatz. Jede ganze Potenz von x ist zwischen irgend welchen 
gegebenen Grenzen gleichmässig continuirlich. 

Beweis. Da (a?±i7)"*~a>"*^ jedenfalls unter dem Producte aus 17 und 
einer in den gegebenen Grenzen festen Grösse bleibt, so iässt sich diese Dif- 
ferenz offenbar für alle x durch denselben Werth von 77 beliebig klein machen. 
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1« FMgBrmwg. Jede ftaxe FonctioB ist swiidlieii beliebig gefebenen 
firMMB 'glekhmisiHg emtfnvhiieii. ^ «^ . 

2.'. lekrsatai. Betitst eine (fQr jedeg eiflsehie^a;) von::« Ms-h eonti^ 
bniriidie Fbnclloii /(ir) fttr swei zwiddMO • ittd 6 Ke^eiide ZeUen -c«?«! 
Md x^tti eolgegmif«sielite Vörzeicbeo ^ • M verMiwiidet sie fhr «heu da- 
zwisehen liegenden Werth von x. '■' - 

Beweie.*) Es mögen rr,— ar|=3(^ und ^(fl^i) positiT sein. Man lAl4e 

non die Zahlen 

S S S ' 

allgemein 

nnd xwar gUt^ bei der Bildnng von . or^^i . ans ^, das positive od^r 
Vorzeichen, je nachdem f{Xn) das positive oder negative Voraeichen beutst; — 
isi der Fonction^w^rtli fiß^ fftjr irgend ein n NnU^ /|o heii^f d^Sala keines 
weiteren ^eweises^ weshalb dieser Fall ansgescbloffi«« bleibL: 

Die Zahlen Xi^ o:»^ «ic. bilden eine Zahlenreihe^ da (A, §, t, Pef. 1) 
a;»Hr— a;.^ wie ms den vprsteb(anden Gleichnqgofi di^rch eine ganz elementare 
Reehnang bervorgebt, selbst im nng^nstig^n Falle^ wenn nfimlich die Functions- 
werthe ffir x^i^ x^, etc., ^>^^i fiinmtlich dasselbe Vorzeichen besitzeni mit 
wachaendam n beliebig klein wird. Das Zahlzeichen . dieser Zahleqreihe sei 
X; ich zeige^ dass f{X) Null ist 

yfife dies nicht Null, so ist es «ine bestimmte Z[ahL die 4« heisse. 
Man bilde nun eine solche Grösse 1709 dass f{X±fi)--fXX)<li (B, (.2, 
Def« 1), und «ehme n so gross^ dass (c., x^g^ etc. sich von X um weniger 
all i)b unterseheidep, wodurch /C^) sich voa /(jpJ^ A^»+J> ^ ^^ weniger 
als e unterscheidet. Dann ist die Differenz t(^m)'-f{^m-^r) kleiner als 2c. 
Nimmt man nun r so gross, dass /(«.) uj^d, f{x^^^) entgegepgesetzte Vor- 
j^tid^en haben (dass dies imnper erreidit werden kann, w|rd unten gezeigt), 
aoiencbtet ein, dass /{^«} seibsl kleiner; als 2e, mithin f{X) kleiner ab 9^, 
also nicht gleich 4e ist. 

Wflrde aber, wie. gross man auch für ein beatimmtes n. die Zahl r 
niimmt, f{x^:^^) iinmer dasselbe Vorzeichen wie 0,, behalten, 90 sei ß^ diejenige 
2ahl der JEleibe mit dem niedrigsten Index» von welcher an die Vorzeichen 



^) Es tcliien ^wei^kmSs8(|(| iefbsi Üüf Kosten der Ktti^e, bMm BeWcnse geome- 
triaahe. A&adiacidngen tMMsäsaUieMeai . ->..>. > il v.\ 

Joanuü mr Mathematik Bd. LXXIV. Heft S 24 



tM Heinef die Elemente der FuneiionenMM. 

der Fuelion f{:x) nioht 4Mhr weoluH^l»^ ; so dats^fei^ also fiar,ii^^ ^-fM ^t<^- 
dieselben bleiben. Da f{xi) and f{xi) entfegtAfMotsle VonieMi0p iberitMÜ, 
«^ ist «I weAigsteos gleich .8; foigltch kaben f>\ckM f{x^j\^ vbbA fi^m) rat- 
gegeageaelAtft Vönopcbeii. fieaieiduBiot^ «die "positive oder MfofWo Eiailoil, 
je naehdom /(a^^^i) poaitiv.oder negativ ist) so wird, naoh^di^aaep Vorauasetzangea, 

x^ = a?^_i + «<y2^"", a?«+i = a?«- a^2'-% cr^+a^ A.+#-r-a<Jy2it^f Ol«.v' • 
'folglich' ... ^.- , .vV.- 

Mit wachsendem /i' sinki die rechte Seite, welche das Zeieben von a besitzt, 
unter jeden Grad der Kleinheit, so dass das Zahlzeichen X der obcm .g^Hr 
deten Zahlenreihe genau rr^.i wfre.. Es wOrde das allgemeine Glied x^ dieser 
Zahlenreihe sich also x^^i beliebig nfihern, und dabei hätte die ganz he- 
istiinmie Grösse /(i«_,) äas Äeidhen.vön ö,^ /^är«) 6ns eiilgigengiiei^e. JDd'ds 
ist, -v^%*ft dfer CötttMit Vö^ /C*); Wclit rötlich. ^ ^ ' --^ X -^^ • ' -'^ ' 
^ ' ' 2//iV>^erti>i^: 'ÄobÄltf d etne posiitv*^ ganzev rilcÄt'>|tt^dHrfiiiche*ZÄl 
bezeichnet, besitzt die ^l^fchtair^ it^-b^Ö 'köitie '^ih^d, föl^iiMilceiiul'^iiHör- 
dalV'W^rzW/^ Es haiaKifef^^ für gewisse vet^feWiefdÄiy Werthe 

voll a:''ehtg^g^^ge§'^(zre''y die tireföhWg ^fne tffaHbüaie WörMH. 

IBtiefduVch ist b^WieseÄ, das's^Hidht m titAkkiä^ii ^ch ntiftmtm'im^ 
redäcirenV '^dörh' rf^^ ei imSk ^ättMte Zahten gi^bt: {A; i:bf '' '^'' 
3. Ldi-säiir'Etii^'n^ Vöh rri^Ä bis V^'*' %ö *^ 

schaffen ist, dass zwischen je zwei Zahlen a^^tind ^0^2^' wfe naircf sid^ aiivh 

' •■ ^' ' .* ■ • ff p 

gVwahll Vördeh i 'hoch ändert K6gen, fthf welcM /(«)'• VeHchiecItirie Zeichen 

be^zl/'fet 'discoiftin'üirlichl ' ^ '■'■'■ ■ ' -'-'-•' "'■''' "■'' '•'■ ■•••^'•' '•'•■'' 

' -': ' ■ JÖ-eb^. '"Wa'rt sie fcottttaniriiai/W'sef'^Mfr-'fÄr ehieniÄStiirfWtett ^äki 
'1 4öii"a;"gle1ch 3e. Es Ifis^ ^ich"d«^ eir(e 'GT'6m% sb'ft^itttileU; dbsli^'' 

'für 'jedfe'h Werfli V i^ter »?,;.'^^W!scheta'ic^r und dH="|-f y «adJJtt '/(S)«»« 
ZÄfclieiif, niüdS tfei^nacl^' däzi^f^cheh, fti' eliiei) W^tfi i^'=^t4-'7"'^^cHWitei 
(Ö, $.3, 'LeliVs.2), so ^«iiss /tl) Sicli vbti Nütt'IjöelisfeÄI'^iiin- *' tiiitfetWIirtd«, 
also nicht 2e sein kann. "' ' '■ '' '"' '" ' 

4; tehk-tc^». Wenrf die (fir Jedes elilüelne ir) v(W'a? i^ H 'Ms 'i=ii* fcontinnir- 
Me FuociiOriTtx) >v^6ff^-=Wbis fl^^'^Wiehfe^aÜv, aber Wl^BUtin dieseii GräflVAi 
l^leiner wird als Jede angebbaV« Gfö^ä^; %a'htlkm S{a%M diifa'* Verth "M. 

Bevm. Da f^sp) , fQr jedfis ^a^pipt^ x 9|}c^,„^q$,i^ be.stunint«n Werlh 
besitzt, so kann es f&r ein solches x nur-flatiti'U«iBe«'>tIs jei* iffigahhaiw 

• '- • ' 'l//i.!,Jl ij;j!,ii..;l»,.st Tis": lni:-.i..>t 



« _i.* 
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Gföfse seiny wen» 68 'dort yeRSobwkidet. lEiB seien -miii^frri and x^ Mwei der* 
lifr%e • ZaMen V dass ^svrtadiea abnen andere) ^IMfen^^far ; welche {./(a;). beliebif 
kleitt' wird:; bebül inan^diei Beneickanng imt Bewrtba? de» : «rehe» Iiehrthttee 
M'ihi^ei9i90i Zahlen w^^ 0^4, eici darcb' 4tte»;dQarb idfgef(riuteä*)Reair8ions-- 
fovmeln,' iw denen * übte die .WaU des 1 nn^eeiimmt gelaaaeain^'Vclrseiebani 
nöeb dae Nlhere angegeben werdeiif sbll^i so könnfteni zuntebat-fftw«,, oder 
x^^xi^ etc., fl:.^:^,^'8olclfe ^SteUan . sein v oft denien/{i0). beliebig ^iei» winL 
fhftm verschwindet 08 aber an diese» Stellen, wie. aus deAi EiHgaiife dieses 
Beweises ersichtlich ist, und der Sats wire bewiesenv £s banddt sicfa also 
nur noch um den Beweis, wenn die Function weder fOr 0^3, noch für x«, etc. 
^orscb^wltedol^ wie yisle voft.4iasen Zahlen aian.audi.biideft möge; . - 

Dia ZoUo» ryfar ^eioiie /(a^) beliebig kkin ?wird^ sind entweder 
gritoser als «3, odiAr kleiner als rjv^oder zum Tbeil gr&sser, onm Tkitt 
Jdoltier; 'Im^ isrstett' Pal tö bilde nan x^ jmsitss mit Hftlfo des qKMdtiton /Votit 
Zeichens, im zweiten mit dem negativen, im dritten, wie willkfiMieh featgesotrt 
VrirAy diitdenr positiven. ' In. ihnliok^r Art wird- x^ ^äas os^^geUldet, u. s. f., 
$d dass oinj» üahlenMibe «ly x^y ola mit de» Zahlzeiobeo : X eiitslabt; ioh 
Migo^ daso /(Ji£)''-NulHst4 -.'-•' ■-■..■■.■'. ;•.:.:.-....•; ^. ,-...\ 

* '' Wäre es nicht Null sondern dt, iso bihltsi man^ wie im xweüen Lebr^ 
sMae, 170 vnd noh^>e n sp gross wie dost, d;. k so gross, dässf iiv^^ a?«.^'i5 etc; 
sieb -Von J^^ mn wenigor ds <% «ntorsobeiden. ßi&d rilkn.ds^ tinA>i„^^ W^rlhe^ 
swiscboD * denen ZaUen x liegeA, fflr w«leho /(^jl boUöbig k\mü\,^B.<i^y 
wlyd,4»o kann /(X),' weiches sich von aUen Zabkin/(:^)viw» jr-^ij^<:ar<::X-fi}t^ 
vk» weniger als s «nrtecscheidet, b<riphatefBS jb;^^nd: «itht 3^ -seis/fi/ Wttrd6 
es aber kein r geben, wtrde man also voat! o^i. an iümer tM grSsseMn oder 
i«ttmer^iu kioinef«^ Werthen r.^fV a:.4at4^to^ so sei is;^ das letzte 

VW i den au • bildenden 0^/ welobte reapat einen kleineren .oder ngrdssore» 
Worth bositet;^ als da» Yorkergebende; «u^t«) ^m4i\ ^tc sind dkna aiannt^r» 
Hch' rasp/' grösser oder kletneir .als; (r;^ und. bilden eine wafchsendöi x6dolF 
abfeiekliiende Reibe von Gliedftm, welche aber immer natef .oder Ober 
^«lii bleibek». Man findet durch dieselbe Rechnung wie: bei /defu sweiteo 
Lehtwtze^ in dem (»ntspreebendon/FaUo, X^'x^^%i W<hrendi/(JK): = ^^a;^_i) 
einen bestimmten Wertb Ss besitzt^ warde.> daher /{^si) befiebig klein sein 
mtesen fflr W^rthe tr^ diei-iieliebignaho an tav-i li^^yflimliobjawischen 
X^xi^i^i «nd :a:;> iwie grosse man aadbüi niaitiit; Dieses lisli^b^r^ r wegen, 
der Conlinuiiat von /(a?), nicht möglich. iT-f v ;.. *m ,1. .. 
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3. Foifferumg. Yf^mn mne {fDr «lle efaiseloeti Wertbe) tod. «=»0 JMt 
a; «3 6 <;oDtiiiuif liehe Fanction oidit Itberall f leiche Werüie bwitst^ M>. .'^rr^kht 
«ia fftr eine» be§tiiniBteD Warth Ysn w tim M^xttiiHii und^bMfo ^in- Hitiiniim; 

&.LeknaU: . Wenn äie .toh ar^o \Ab x=b (fAr alle ^naehieii iWeitbe) 
eontiniiriidie Fimotioa f(s[i) fOr jeden einaelden Wertbv der stvisdien « imd 
einer rationalen oder irrationalen Zahl X liegtv, wo iB<CX<ik^ wie Mlie 
man auch X iiommt^ niehtposiliv^ Ober JC hinaus aber positiv wird, so isl^(J^)=Q. 

Bemfßii: Es sei op^, ^2 7 cito, eine Zahlenreihe fir Xy deren GlMer 
simmtlieh nnter X liegen sollen. Dann wird 

r{X) = [/(oJi), A«0, etc.]-. ■ . 
nicht positiv; negativ iLanm es wegen der Contianüit v«d ^(s) imMÖgBeb aeiiv 
weil es dann einen 'bestlmnit angebbaren, von Null verscbiedisöen negativen 
Werth besässe, wfthrend f{x) selbst für den kleinsten Werih, der: m frflsser 
als X naobls nach der Voranssetzong, positiv ist. Es Meibl daher nnr tbnjg; 
düsB fiX) Noll ist. :.. 

6. LeknaU. Eine von x»a bia «»6. (für alle einseinen \Wertliia) 
continilirliche Function f{») ist anch gleichnAssig continnirlicL (B, ^S, Dat \)i 

Beweis. Bezeichnet 3^ eine beliebige Grösse^ so öxiaürt auua w^k^ 
Zahl, dasa von # = a bis an ihr hin fix)-- f{m) absolut ^äe ist.. Ein Werth, 
der dies leistet^ ist der gr6sste und. nacht sugleiQh/(x)— /'(ai)i— 3c:=0..- (B| 
§4 3, Lelirs. i). Dieser Wertb sei 1:1.: In ähnlicher Art Jndet man' eineZahl;#t 
als die grösste^ welche bewirk«, 4ass von x^o?! bia «^«r, iouner A^)*^A^)^^ 
bleibt. So ffthrt man fort; \koninil man nach einer . eadüchen AüMbl-^.von 
Operälfone» >su ib« =is 6 edbr findet, iwaä fix) •^f(x^^i)^ ^von x ==^x^:^i (da )«^=^^ 
noch nicbt'8Y:flberschreitet,.:sov.isl -der Sata. bewiesen. . . ),. > 

-Es bliebe noch der iRall'tbrig, dass kein il elislirt^ dus also..:4ia 
firOasen :ari^ ir^, elc. -eiiie nnendliobe fieib^ von wachsenden GrOasen bildm» 
die nnter 3fr liegen. > Diese Aeibe wAre dann eine: Zahlenreihe, idaiM 
Zahlaelehen X aei ; hervortuheben ist ihre Eigensohaft, nach. der. fftr.jadei ü 
die Giefdiung bestehtc /{x^j^i)*^f{^^)s=^Se. Nun sei % von: der Bes o b üff ea ii 
heitf dass /(JT) sich voa./(Jlff^i7) um weaigerals s: uttteracheidatii ae lange 
ri<Zf)t). ZwisiphJM die Zahlen X—fy^ jornd X niögen von der tf bigen . Zablen-r 
reibe ^r«, fl^^^n etc. fallen r M. dasa (B, §.3, Folg. l)/(4r,4.|;)-*^/r(j;JJüoiner 
als d€ wUne^wAbrend es andererseits 3s sein. mflsste. Die ak-Grtnde.lisigendct 
Annahme ist daher unmöglich, «ad die Function: eine gleichmlssigosyatifiuiflich«. 
Halle, im October 1871. ... \. \ ;../ r^.ifi. ,.)>«. .' 
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B^stimiiiuii^ ddr Anzahl invöhitorii^chef Bt^menteiir 
paai^e einförmiger mehrdeutiger GAbUd^.^^^^^^^,,^^ 



(Von Herrn Emü Weyjt, in .Fri^g.)! .r. ,- 



I • I ■ i ■ 



JDet vielen geoowtriecheii Fragen^ bei deren Lösung Verwandtsdhaftra 
«infBimigier filenentargeibikle Mr Anwenihing gelanfen, lAelU sieb im fol-r 
feiuie Frage 2«r Beantwortung anf. 

.1 . ^FKami tick §wei m^u-deutige ek^förmige imä flekhMÜge Etem^-- 
tm^ebUde m^ einem und demeelben Träger befinden, wie viel iiwolmteri$eh0r 
Elementenpaare, enthalten eie; d. h. wie f^iele Mal ko m mt es:99r^ dam sich 4iß 
beiden Elemente einee Paaree i^ertaueckungafähig entepreoben.f^ . 

. Seien fiU^ ^n die beiden ai-n^-deuligea Gebilde^ wetobe aiebiiatf dem 
gemeittfobitfUiieben: Trager T befinden. Jedem fiiaasenle. Voa Cf«. ^ntspredwü 
(algebraisch) n Elemente von G^, und umgekehrt entspreebea Jedem Elemente 
des letsteren Gebildes m Elemente des ersteren. Zwei Elemente i, i' bilden 
MB inYoUatarisfcbes Eiementenpamr beider Gebilde, wenn je^em das andere 
ettapüebt,: ok duin nnn jenes zu dem. m^deutigeo oder dem- «-* deutigen :Gerr 
bttdairedbnet. Diese Eigenschaft thettea c^enbar auch die sieh selbst ;Mfr- 
^rechenden' .Elemente beider Gebilde^ ;d. b. die in der Zahl .{m+n} YOfhai^ 
i^eik} UefqteMemente beider Gebilde. Aosaer diesen Doppelelementen ^^ietit 
es )adqeh noeh eine bestimmte Ajuahl von eJ^enilicAeii involutorisohen Ele^ 
mentenpeiareiti,.: weiche ^Aasahl zu bestimmen^ der Jlweok dieser kiursen Xit^ 
Iheikin^^ ist^;'» - ■■. 1 1 ■. ' •», 

j». ..ii! 4\^iaeheija;den farametern .(P«i ^ zweier enisprechendea Elemente, der 
beiden Gebilde ^Wird eine Gleiobung: 

(1.) F{x^, ar.) = ' ■ 

•^ ' •. . . .' : • \' • ' '\ '"• '•• '■. ■ '■ *■ ■ ■ I • ■ ' ' ■ * ■' '•.■»■» .. ■ • » '.'..••.•■_ . 

bestehen, welche in x^ vom m^" und in x^ vom n^^^ Grade ist! upd deren 
Grad somit {m+n) sein wird.. Sind nun x^^ x^ die Parameter der Elemente 
eines involutorischen Paares, und ist die Bedeutung beider Parameter, die 
nAmliche, so wird auch die Gleichung: 

(2.) F(a?,, x^) = , :;.'..,•.; i ,!-... .vr, 
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erfQllt sein mOssen, welche man aus (1.) durch Yertauschung von x^ und 
x^ erhält. 

^,JDJp^dM>9id,ei| Gleichungen (1.), (2), y<wi denw jed© vom («+iiMP 
Grade ist, gemeinsamen Wurzelpaare sind somit die Parameter der Elemente 
involutorisi^ifer * 'El^iftentctopüär^.* ' ^blchei* , deä bdd6ti Gleichungen' \ gemein- 
schaftlicher Wurzelpaare giebt es (1»+«)^ — 2««, d. h. (iii^+ni)^ wie man 
sich leicht in folgender Weise fiberzeugen kann. 

Fasst man (1.) und (2.) als Gleichungen zweier Curven in der Ebene 
anf, beJBOgen atif ein^ und dasselbe System parelMer Coordinaten i^ so stellt 
]^e der Gleichungen €fiBe Curve (m+n)^^ Ordnung dan- Bie Curve (1.) liat 
jedoch auf der Axe {x^) einen unendlich weiten n-^ fachen, nnd auf deriAxe 
(#;) ^inen uneniHieli weiten m-fachen Pnnkt. Dagegen hat {%.) nJkV{x^) einen 
mveiidUch weiten m«> fachen und auf (o^J einen uniandlich weiten n-^fti^hM 
P«nkt. Die beiden unendlich weiten Punkte der Coordhialenaxen gtplten mmSk 
fOr 2m. n gemeinschaftlicher Schnittpunkte beider Curven, so daas dieaelbeii 
iiar Eidlichen Mch weitere (191+ fi)^— 2m n^ d.i. {n^*\-t^) Schnittpunkte besitzen 
Miesen^ Die Coordinatenwerlhe dieser Punkte sind die den GleichnngiNi ^1^ 
ütid (2.) getteinschafilichen Wnrzelpaare. 

Unter diesen Wurzelpaaren sind jedoch auch die Parameter der (9914^) 
stob selbst estsprecheiiden Elemente enthalten, denn es ist klar, dass wem 
nnter der Bedifigwi;g x^^x^ der Gleichung (1.) genfigt wird, gleicbfeilif 
adch die Gleichung (2.) befriedligt sein muss. Es bleiben uns somit ffir dM 
eigentlichen iiivol«torise)ien Elementenpaare bloss (99i^+9i^)*^(99t-4-ii)v d^:^. 
[9ii(in-^l)+ii(«t-^ljT gemelnschafUicher Wurzelpaare der Gleiokoiig^n (liX 
(3.); Nun ist jedoch weiter klar, dass jedes inrolutorische Elementenpier. n 
Wei gemeinscbaflliohen Wuraelpaaren beider Gleichungen VeraalassMg ifiebl^ 
von denen das eine aus dem anderen durch die Vertauschung seiner WmiMlkl 
bervergeht. Denn ist z. B* x^^ x„ ein gemeinscbaftlickes Paar von Wurzeln, 
so ist auch x^, x^ ein solches. Wir finden daher das folgende * Brgebiiiai 
als Antwort ffir die aufgestallte Frage: 

„Befinden eich iwei gleichartige einförmige und m-n- deutige Elemem^ 
targehilde auf demselben Träger, so besitzen sie: 

lK«i-i)+«(ii-i)] 

■ , • ■ , • * • , . > 

ineoluiorische Elementenpaare.^^ 

Wir ffigen noch den folgenden geometrischen Beweis des ausge- 
sprochenen Theorems bei. 
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: IMe m-n-rd^utig^n GebiMe G^, G^ fuAgea zwei mr^-4^utige.P4la^tr- 
8y8teIne auf einem Kegelscbnme C4 .sein. Di^ Yei^indingflinieQ. entepreciteq^f 
Punkte werden eine Cufv^ ^«"V«) ^®^ (m + «^*®" Classe und der 2m n^«'» Ord- 
nung umhüllen, welche man wohl auch die DirecÜomcune der bei^leB Syßt^m.e 
nennen könnte. Dass diese Curve von der lm-\'nY^ Ciasso sein mflsse, folgt 
schon aus. dem Umstände, dass durch jeden Punkt von C2{m+n) ihrer Ta^-* 
genten ^ehen, niBmlicb erstens die m Geraden^ welche d)Bn 'Efetretf^nden t^unkt 
mit den entsprechenden Punkten des m - deutigen , und dann "die n Gerade^, 
welche ihn mit den entsprechenden Punkten des n-den^gen 9ystejpns verbinden. 
Uebrigens ist es nicht schwer, einen directen Beweis datfif zu liererh, diii^s 
durch einen beliebigen Punkt der Ebene (mf«) thn|[ertte*' V6n"C'jf.) Hindurch- 
gehen. Es kommt einfach darauf an zu zeigen, dass eine quadratische Involution, 
welche sich mit zwei m-n-deutigen Gebilden auf demselben Trfiger befindet, 
mit ihnen {m + n) Elementenpaare gemeinschafllich hat. 

Die Ordnung der Directionscurve finden wir, wenn wir die Zahl der 
Punkte bestimmen, welche sie mit dem Trdger C^ gemeinschaftlich hat. Zu- 
nächst sind die (m + n) sich selbst entsprechenden Punkte eben so viele Berflh- 
rungspunkte der Directionscurve mit dem Träger C^ und zwar aus demselben 
Grunde, aus welchem die beiden Doppelpunkte zweier projectivischen Punkt- 
systeme auf C2 die Berfihrungspunkte dieses Kegelschnittes mit jenem Kegel- 
schnitte sind, welcher von den Verbindungslinien entsprechender Punkte ein- 
gebaut wird. Die (m+fi) Doppelpunkte der beiden Systeme gelten somit fflr 
2(m+n) Schnittpunkte der Curven C^, C^^rfn)- Nun giebt es aber im m-deutigen 
Gebilde bekanntlich 2m{n — \) Yerzweigungspunkte, d. h. solche Punkte, denen 
im n- deutigen Gebilde zwei unendlich nahe Punkte entsprechen. Durch jeden 
solchen Verzweigungspunkt gehen somit zwei unendlich nahe Tangenten der 
Directionscurve, so dass ein solcher Punkt als der Curve C^^r*») angehörig 
betrachtet werden muss. Die Verzweigungspunkte sind also Schnittpunkte der 
Directionscurve mit dem Träger Cj; ebenso sind die 2«(m— 1) Verzweigungs- 
punkte des fi- deutigen Systemes ebensoviele Schnittpunkte der Curven C^, 
(^(ün-n)') so dass wir im Ganzen 

2(f» + «) + 2m(«-1) + 2ii(iit-l) = 4m» 
gemeinschaftlicher Schnittpunkte erhalten, woraus hervorgeht^ dass C^^l^^ in 
der That eine Curve der 2mn^^^ Ordnung sein mUsse, da ausser den aufge- 
zählten keine anderen Schnittpunkte vorkommen können. 

Die Reduction der Ordnungszahl der UmhQllungscurve C^^JTf^) kann 



192 Emii Wefr, über incoimiariMcie Elemmieupaare. 

Bvr TOB Dt ip pc l t i igeateB bcrrlhren • fiir dereo A nsabl x wir leicht , gemäss 
den FonnelB tob Flacker üe Gleichmsg erhaheB: 

(»+b)(bi+b-13~2« = 2fliB, 
woraBS folgt: 

Da BBB jede DoppeltaBgeBte der DirectioBScarTe eiB ii^Tolutorisches Elementen- 
ptar der beidea Gebilde liefert, so habea wir darcb obige BestimaiuBg der 
ÄBiabl der Dc^peltaageateB tob aeaeBi die Ricbtigkeit des tob bbs ausge- 
aprocbeaeB Tbeorcaics erbftieL 

Prag, iBi Odober 1871. 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

(Von Herrn L. W. Tlwmi.) 



1. 



E 



8 sei 



eine homogene lineare Differentialgleichung, deren Coefficienten p in der 
Umgebung eines Punktes a;=a einwerthige analytische Functionen sind. 
In einem um den Punkt a;=a:o geschlagenen Elreise, worin diese Coefficien- 
ten allenthalben einwerthig und stetig bleiben, genQgt nach dem von Hm. 
Weterstrass gegebenen Grundsatze dieser Theorie (vgl. die Abhandlung des 
Herrn Fuchs: Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit verftn- 
derlichen Coefficienten Bd. 66 d. J., S. 122) der vorliegenden Differential- 
gleichung eine und nur eine innerhalb des ganzen Kreises einwerthige und 
stetige analytische Function, die mit ihren m — 1 ersten Ableitungen im 
Punkte Xo vorgeschriebene Werthe annimmt. Nimmt man nun ein Gebiet, 
worin die Ooefficienten p einwerthig sind , so wird das vollständige Integral 
der Differentialgleichung in demselben dargestellt durch den Ausdruck 

^yi+^y2H hCmJ/mi ^o die Grössen c Constanten, yi bis y^ linearunabhftn- 

gige particuläre Integrale sind, so dass eine Relation k^yi-^-k^yr^ h^myin=0 

mit Constanten Ooefficienten zwischen denselben nicht besteht. Die Form 
eines solchen Fundamentalsystems linearunabh&ngiger particulärer Inte- 
grale in der Umgebung des Punktes x=a, wenn in demselben nicht alle 
Coefficienten p stetig bleiben, hat Herr Fiichs gegeben (Bd. 66 d. J. S. 131). 
Derselbe stellt hierzu eine Fundamentalgleichung m^ Grades auf, deren 
Ooefficienten von der Wahl irgend eines Fundamentalsystems von Integralen 
unabhängig und deren Wurzeln wi bis co^ alle von Null verschieden sind. 
Kommt eine Wurzel co« dieser Gleichung einfach vor, so entspricht dersel- 
ben ein Integral des Fundamentalsystems der Form 

(2.) y«= («—«)*« 9^., 
wo kti= ^. log (Oa und q>^ eine in der Umgebung von x=a einwerthige 

Journal fnr Mathematik Bd. LXXIV. Heft 3. 25 
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Function ist. Kommt eine Wurzel w^ Xfach vor, so entspricht dieser Gruppe 
einander gleicher Wurzeln die Gruppe der Integrale im Fundamental- 
systeme 

(30 ya=(^— «)*«i<p«B[log(a?— a)]*-* (a=l, 2,..a), 

1 

wo Aa nur um ganze Zahlen sich unterscheidende Werthe von 5— .loga>a, 

(ffOi in der Umgebung von a:=a einwerthige Functionen sind. Diese Form 
der Integrale, die einer A fachen Wurzel a>a der Fundamentalgleichung ent- 
sprechen, kann man unmittelbar dadurch erhalten, dass man mit Hfllfe ir- 
gend eines Fundamentalsystems zunächst ein Integral derFormyi=(a: — a)*«yi 
bildet, wo ip^ in der Umgebung von a;=a einwerthig ist, dieses in das Fun- 

damentalsystem einführt, alsdann in der Differentialgleichung ys=yi /jercir 

setzt, die Differentialgleichung für z aufstellt und unter Bei*Qck8ichl3- 
gung, dass die Coefficienten der Fundamentalgleichung unabhängig von d^ 
Wahl irgend eines Fundamentalsystems sind, die Fundamentalgleichung ftlr 
die neue Differentialgleichung des z bildet, die alsdann X — 1 Wurzeln 
gleich 1 hat. Auf diese Weise wird eine Gruppe von Integralen hei^e- 
leitet von der Form 

I ...yy^^y^ldxzjdxu ... f wdx^ 

wo die Functionen z^ w, ,..w alle in der Umgebung von a:=a einwerthig 
sind. Dass die so erhaltene Gruppe linearunabhängiger Integrale auch von 
den übrigen auf gleiche Weise gebildeten linearunabhängig ist, wird weiter 
unten in dieser Nummer nachgewiesen. Die Functionen (p in dem angege- 
benen Fundamentalsysteme (2.) und (3.), die also in der Umgebung von a:==a 
einwerthig sind, lassen sich in dem um den Punkt x^=a geschlagenen ELreise, 
worin sie abgesehen von dem Punkte a endlich bleiben, durch die Summe 
zweier Potenzreihen darstellen, wovon die eine nach Potenzen von x — a 
mit positiven, die andere mit negativen ganzzahligen Exponenten fortschrei- 
tet. Herr Fuchs untersucht nun im weiteren Verlaufe seiner Abhandlun- 
gen (Bd. 66 d. J., S. 139 und 68, S. 359) diejenige Differentialgleichung, 
deren sämmtliche Integrale mit bestimmten Potenzen von x — a multipli- 
cirt für x=a endlich werden, wozu sich für die Functionen (p des Fundar 
mentalsystems mittels der linearen Beziehungen zwischen denselben ergiebt, 
dass sie in ihren Entwickelungen Potenzen von {x — a)~^ nur in endlicher 
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Anzahl enthalten dürfen. Die Bestimmung der Ooeificienten pi bis p^ die- 
ser Dififerentialgleichung geschieht dabei dadurch, dass das System von m 
linearen Gleichungen mit m Unbekannten aufgelöst wird, welches aus der 
Differentialgleichung (1.) durch Einsetzen der m linearunabh&ngigea particu- 
Iftren Integrale der angegebenen Form entspringt. 

Man kann darauf ausgehen^ Untersuchungen über solche Differen-- 
tialgleichungen anzustellen, die überhaupt unter ihren Integralen auch der- 
artige besitzen, dass in ihren aus den particuldren Integralen (2.) und (3.) 
linear mit constanten Coefßcienten zusammengesetzten Ausdrücken die Ent- 
Wickelungen der einwerthigen Functionen, die nach Potenzen von x — a 
fortschreiten , Potenzen mit negativen Exponenten nur in endlicher Anzahl 
enthalten* Dies soll im Folgenden geschehen nach einer anderen Methode, 
als Herr Fuxihs angewandt hat, die zugleich einen einfachen Beweis für die 
Dififerentialgleichung des Herrn Fuchs liefert. 

Was die Definition jener Integrale angeht, so hat man zu bemerken, 
däss eine analytische Function des Ausdruckes: 

U f-^.C^— ö)'''k'r,o+-+9>r,»Pog(a?-a)]*}, 

worin die Grössen c Constanten in endlicher Anzahl sind, je zwei der Ex- 
ponenten ri, ...r, sich nicht um ganze Zahlen unterscheiden, die Potenzen 
von log (ar—a) mit positiven ganzzahligen Exponenten nur in endlicher Anzahl 
vorkommen und die Grössen (p in der Umgebung von x=a einwerthig sind, 
demnach durch die Summe zweier Potenzreihen entwickelt werden, wovon 
die eine nach Potenzen von x — a mit positiven , die andere mit negativen 
ganzzahligen Exponenten fortschreitet, sich nur auf eine Weise utiter dieser 
Form darstellen l&sst. Wenn alsa dieser Ausdruck einem zweiten dieser 
Form gleich sein soll, so müssen auf beiden Seiten die n&mlichen Functio- 
nen (x—ay^log^x—a)]^ mit den nftmlichen Coefficienten vorkommen. Die- 
ses ist bewiesen, wenn man zeigt, dass ein solcher Ausdruck nicht iden- 
tisch Null sein kann, ohne dass jede der Grössen (p gleich ist, mitiiiin die 
Coefficienten in der Entwickelung von ip, die durch bestimmte Integrale 
gegeben sind, verschwinden. Setzt man nun einen solchen Ausdruck 
gleich und macht alsdann s — 1 Umgänge um den Punkt x=^a, so ist die 
Deteiminante dieses Systeme von s in Bezug auf c^ .*.Ct linearen GleichuA* 
gen nicht identisch gleich 0, wenn nicht die Grössen (p ^eich sind; wodraos 

25» 
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folgen wflrde, dass Ci=C|=...c«=0 sein mfissten. Diese DeterminaDte ist 
nftmlich 

(x — ay* {x — dy* . . . {x—ay* D , 
wo Z), wenn e^*"*a=fi;i,...e*''*'*=ti;, gesetzt wird, gleich ist: 



9r»0 



• • 



[vrfi'\ f-<iPr^Pog(a:— a)]*} 



Wi^r.o ... w;,{y^^H f-yr^Pog(a?— a)+27rt]*} 



tl?r*9r.O ... «^r'{<iPr.oH f-yr^P0g(a^a) + («— l)27It]'} 

Wird D auf die Form gebracht: 

(6.) P,+ P,log(a:-a)+...+P,pog(:^^-a)]^ 

wo die Grössen Po 9 •••Pr einwerthig sind, so mfissten diese einzeln ver- 
schwinden, wenn D identisch gleich Null wftre, weil sonst wegen der Viel- 
deutigkeit von log (x—d) die Gleichung Po+Pi^r-^ \^P^ff=zO nnzfthlig 

viele Wurzeln h&tte. P^ ist aber gleich 

1 1 ... 1 



Wi Wi 



w. 



w{-^ w}-' 



w^^ 



VrtO (prjk . • . 9»-,» 5 



und da hier die Determinante nicht verschwindet, so mflsste eine der 
Grossen 9)^^09 V'r.A) • • • ^rjt gleich sein, also einer derCoefficienten der höchsten 
Potenzen der Logarithmen in (5.) verschwinden, was gegen die Voraiui- 
Setzung ist. Ein Ausdruck der Form (5.) kann also nicht identisch gleich 
sein, ohne dass die Grrössen q) gleich sind. Damit ist alsdann zugleich 
bewiesen, dass die oben abgeleitete Gruppe (4.) linearunabhftn^ger Inte- 
grale und die übrigen in gleicher Weise gebildeten von einander lineanm- 
abh&ngig sind. 

Man kann demnach mittels der particulären Integrale (2.) und (8.) je- 
dem Integrale der Differentialgleichung (1.) in der Umgebung von J^ssa die 
Form des Ausdruckes (5.) geben und letzteres nur auf eine Weise. Wix 
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wollen nun im Folgenden solche Differentialgleichungen untersuchen, unter 
deren Integralen der Form (5.) es welche giebl, wo die Functionen (p in 
ihren Entwickelungen Potenzen von (x — a)*"* nur in endlicher Anzahl ent- 
halten. Aus dem Umstände, dass der Ausdruck (6.) nicht identisch gleich 
Null sein kann, ohne dass die einwerthigen Coeffidenten P gleich Null sind, 
ergiebt sich ein Satz, den Herr Fuchs (d. J. Bd. 68, S. 856) bewiesen 
hat, von dem wir Gebrauch machen werden, dass, wenn ein Ausdruck der 
Form 

F=(a:-a)«[<iPo+<jpilog(«-a)+-.+y^(log(«-a))'] 

worin die Grössen q> einwerthig sind, die Differentialgleichung (1.) erftUlt, 
die alsdann die Form annimmt 

(«-a)-{Po+P,log(«-a)+...+P,[log(«-a)]''|=0, 

auch (x — ayPr;= ist, oder dass auch (x — ay(pj\, der Coeffident der höch- 
sten Potenz von log(:p — a) in F, die Differentialgleichung erfQllt 



2. 

Ein Integral der Differentialgleichung 

(1.) gH-i>i^r+-+P.y=o, 

in welcher die Coefficienten p in der Umgebung von xs=z a einwerthig sind, 
setzt sich aus den particulären Integralen (2.) und (3.) der Nr. 1 linear mit 
Gonstanten Coefficienten zusammen und nimmt nur auf eine Weise die Form 
des Ausdruckes (5.) in Nr. 1 an. Demnach muss jede in dem Ausdrucke 
des Integrals vorkommende Summe der Form 

(«— aXlyo+9^ilog(«— a)H (-9^»Pog(a:— a)]*|, 

die sftmmtUche Summanden enthält, in welchen sich die Exponenten der 
Potenzen von x — a nur um ganze Zahlen unterscheiden, für sich die 
Differentialgleichung erfüllen, und in dieser Summe der Coefficient der höch- 
sten Potenz des Logarithmus nach dem zu Ende des Nr. 1 angegebenen 
Satze des Herrn FtLchs ebenfalls. Hierin liegt der Satz: 

I. Hat die Differentialgleichung (1.) unter ihren Integralen Über' 
haupt ein s olches , in dessen Ausdruck der Form (5.) in .Nr. 1 die fktfwtio' 
neu (p in ihren Entwickelungen Potenzen von (x — a)*^ nur in endUdier 
Zahl enthalten y so hat sie auch eines der Form {x—e^ipißi^ mo f^s) 
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werthig Ut und in der Entwickelung nur Potenzen von x — a mit posi' 
tiven Exponenten enthalt. 

Daran scbliessen sich zunächst folgende Sätze: 

n. Hat die Differentialgleichung (1.) $ linearunabhängige Integrale 
mit Potenzen von (x — a)"~^ in endlicher Anzahl, und ist s die groeste Zahl 
solcher Integrale , die unter einander linearunahhdngig sind^, wo also 
s^tß ist, so lassen sich alle Integrale derselben Art durch diese linear 
mit Constanten Coefßxdenten ausdrücken. Und umgekehrt , wenn sich durch 
s linearunabhängige alle derselben Art ausdrücken lassen^ so giebt es nicht 
mehr linearunabhängige ^ als s^ weil man die ursprünglichen s durch 
eben so viele neuen ausdrücken könnte, und dann auch alle übrigen durch 
letztere. 

in. Hat die Differentialgleichung (1.) s linearunabhängige Inte- 
grale der angegebenen Art^ so hat nach I. dieser Nummer eines die Form 

y^=(x-ayq(x), 
wo (p(x) nur Potenzen von x — a mit positiven Exponenten enthält^ 

q)(a) vonO verschieden ist. Setzt man in (1.) y=:yj^/zdXy so dass man die 

Differentialgleichung 

(2.) ^^szi+?i5i5r^+- + ?«-i«=0 

mit in der Umgebung von x=a einwerthigen Coefficienten erhält , so hat 
diese s — 1 linearunabhängige Integrale genannter Art und umgekehrt. 
Denn sind die der Differentialgleichung (1.) 

Vu 3^2? ••• y«i 
•so sind die der Differentialgleichung (2.) 

^ yjL ... A?L. 
aus einer Relation 

^ÄI^+•••+«.il7=<' 

mit Constanten Coefficienten würde 

Ciyi+c^yi-\ \'C.y.=0 

folgen. Und sind die der Differentialgleichung (2.) 

^1, ^2» ••• ^«—15 

80 sind die der (1.) 

yi> yt=yif^\dx, . . . y,=yijz,^idx; 
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ekne Relation mit eonstanten Coefficienten 

ist nicht möglich, v^eil aus dieser 



folgen würde. 



d^ yi da ff^ 



3. 
Wenn die in der Umgebung von x=a einwerthigen Coef&cienten 
p der Diflferentialgleichung 

Potenzen von (x — a)'^ in ihren Entwickelungen in endlicher Anzahl entr 

halten und die Coefficienten auf die Form / _ y gebracht sind, wo ^^0 

ist, /(x) nur Potenzen mit positiven Exponenten enthftlt, wenn alsdann die 
gemeinschaftlichen Factoren x — a in Z&hler und Nenner weggehoben 
sind, so werde der Grad des Nenners in p^ durch tii bezeichnet, in p^ 
durch 712? ötc, in p^ durch tt^. 

Im Folgenden sind es die positiven ganzen Zahlen 

7ll-fm 1, 7l, + W 2, ... 71^1+ ^ ^5 

die eine wesentliche Bedeutung haben. 

Man hat hier zunächst den Satz: 

L Wenn in der Differentialgleichung (1.) mit in der Umgebung 
von x==a einwerthigen Coefficienten die Goefßdenten px bis p^^i Potenzen 
von (x a)"^ in endlicher Anzahl enthalten und diese Differentialgleichung 
überhaupt ein Integral hat, in dessen Ausdruck Potenzen von (x — a)~^ nur 
in endlicher Anzahl vorkommen, so enthalt der Coefficient p^ ebenfalls nur 
eine endliche Anzahl Potenzen von (x — a)"* und zwar^ wenn g die grosste 
der Zahlen 7ii+m — 1, 7is+m — 2, ... 7i,„_i + l bezeichnet , höchstens 
bis zu dem Exponenten g, wenn g>m, und höchstens bis zu dem Exponen- 
ten m, wenn g^m ist; also 7i„,^g, wenn g>m und n^^^m, wenn 
g^m ist. 

Die Differentialgleichung hat nftmlich nach Nr. 2, I. ein Integral der 
Form (x — (ij(p{x\ wo (p(x) nur Potenzen mit positiven Expon^iten ent- 
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halt, (f (a) von verschieden ist. Setzt man dieses in die Differentialgleichung 
ein und bringt dieselbe auf die Form: 

so sieht man sofort, dass p^ Potenzen von {x — a)~^ nur in endlicher An- 
zahl enthält und der Grad des Nenners in p^ der im Satze angegebene ist 

4. 

Es soll jetzt zuerst untersucht werden^ wie die m der Umgebung 
von x=a einwerthigen Coefficienten der Differentialgleichung 

(1.) S+i>.£?rf+...+i)«y=o 

beschaffen sein müssen, damit die Differentialgleichung nur solche Inte- 
grale hat, in deren Ausdrucken Potenzen von (x — a)"^ in endlicher An-- 
zahl vorkommen. Es ist dies die Differentialgleichung, deren Form Herr 
Fuchs bestimmt hat (d. J. Bd. 66, S. 139, Bd. 68, S. 359), indem er das 
System von m Gleichungen mit den m Unbekannten pi bis p^ auflöst^ wel- 
ches man durch Einsetzen der linearunabhängigen particulären Integrale (2.) 
und (3.) in Nr. 1 erhält. Wir wenden hier die Schlussweise von m — 1 
auf m an. Die Differentialgleichung (1.) hat unter der gemachten Voraus- 
setzung jedenfalls ein Integral der Form yi=(x — df(p{x)^ wo tpQc) nur Po- 
tenzen von x—a mit positiven Exponenten enthält, (p(pL) von verschie- 
den ist. Setzt man y^=^y\ fzdx, so erhält man die Differentialgleichung: 

(2.) £i' + 9.^'+-+3.^=0, 



WO 



9'=^l'"^+^>y»i' 



9«=7;j 1.2 -dx^-ry!^^)P^ d^+^»y> f ' 

• ••• •••• 

CT(»»-l)...(fn-f4-l) d'^yt . (<»-l)(OT-2)..(m-H-l) d^-'y, 
_ij.| 1.2. ..r ' dar "^ 1.2...(r-l) ^» daf-^ 

^x\ ■ (m-2)(m-3)..(CT-r+l) <^"iy, . ■/ ^ x y. .^4.»«, 
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Die Differentialgleichung (2.) mit einwerthigen Coefficienten hat alsdann 
auch nur Integrale, in deren Ausdrücken Potenzen von (x — a)""* nur in 
endlicher Anzahl vorkommen (Nr. 2, IIL). 

Die Differentialgleichung der Ordnung m=l 

(3.) |+i'.y=o, 

die von der vorgeschriebenen Art sein soll, muss nun nach Nr. 3, I. den 
Goefficienten p von der Form ^_^ haben, wo ßx) nur Potenzen von 

X — a mit positiven Exponenten enthält. Diese Form von p kann man 
unmittelbar aus dem Ausdrucke des vollständigen Integrals der Differential- 
gleichung 

wo C eine Constante ist, verificiren. 

Setzt man nun 7n=2, und sollen die Integrale der Differentialglei- 
chung (1.) die verlangte Eigenschaft haben, dann muss dieses auch fQr die 
Differentialgleichung (2.) stattfinden. Nun ist nach dem eben Bewiesenen 

5j= m - -J^^ +|}i = -^^ , wo in /(a:) nur Potenzen von x—a mit positi- 
ven Exponenten vorkommen; daher ist p^ von derselben Form gleich -^i^, 



x—a 



f (x) 
und dann muss nach Nr. 3, 1. j?, die Form haben / _ i^ , wo in f^(x) nur 

Potenzen von x—a mit positiven Exponenten vorkommen. 

Es sei jetzt bereits bewiesen, dass eine Differentialgleichung (m— 1)*^ 
Ordnung, deren Goefficienten einwerthig sind, und die nur Integrale der 
angegebenen Art hat, die Form haben muss: 

wo in den Functionen F nur Potenzen von x — a mit positiven Exponenten 
vorkommen. 

Wir beweisen dies alsdann flr die m^ Ordnung. Wenn die Differential- 
gleichung (1.) also nur Integrale der angegebenen Eigenschaft hat, so muss 
dies auch bei der Differentialgleichung (2.) der Fall sein. Diese hat als- 
dann die Form (4.). Aus den Ausdrücken der Goefficienten q ergiebt sich 
hierauf, dass 

Journal for Mathematik Bd. LXXIV. Heft Z. 26 
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P^— x-a ' ^^ ~{a:-^ay' ' " P^-^ — (x-a)^-^ 

sein muss, wo in den Functionen / nur Potenzen von x—a mit positiven 
Exponenten vorkommen. Nach Satz I. Nr. 3 muss dann 

sein, wo fm(ßO ebenfalls nur Potenzen von x—a mit positiven Exponenten 
enthält. 

Damit ist also für eine Differentialgleichung m*^ Ordnung (1.), die 
die vorgeschriebene Eigenschaft haben soll^ bewiesen^ dass die Coefficien- 
ten p Potenzen von (x — a)"^ nur in endlicher Anzahl enthalten dürfen^ 
und dass die in Nr. 3 definirten Zahlen 

Tia-j-m — a^m (a=l, 2, ... ni) 
sein müssen. 



5. 

Die in den Nummern 2 und 3 angegebenen Sätze und die in der vorigen 
Nummer angewandte Methode geben die Mittel, Oberhaupt Differentialgleichun- 
gen zu untersuchen, die unter ihren Integralen solche haben, in deren Aus- 
drücken Potenzen von (x—a)^^ in endlicher Anzahl vorkommen. Man 
kann anschliessend an den Satz in Nr. 3 sofort folgenden allgemeineren auf- 
stellen : 

I. Wenn die Differentialgleichung 

(1.) ^+P^^. + --\-Pmy=% 

deren Coefßcienten in der Umgebung von x=a einwerthig sind^ in den 
Coefßcienten pi^ Pi, ••• Ph Potenzen von (x—a) * nur in endlicher Anzahl 
haty und wenigstens m — h linearwiabhängige Integrale^ deren Ausdrücke 
Potenzen von (x — a)~^ in endlicher Anzahl enthalten^ haben soll, so müssen 
die übrigen Coeffixyienten ebenfalls Potenzen von (x — a)~* nur in endlicher 
Anzahl enthalten j ferner , wenn von den in Nr. 3 definirten Zahlen 

TTi+m — 1, /la+m — 2, ... HA+m— Ä 
die grösste g>m ist, so müssen 

TIä+I+W- Ä— 1, ... 71^.1 + 1 5 ^m^9i 

wenn aber g^m ist, so müssen 
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7i*^i+m — h — 1, ••. 71« ^iw. 

Zu dem Beweise fangen wir mit einer Differentialgleichung ah, worin 
m=h-\-\. Alsdann gilt der Satz nach Nr. 3. Nehmen wir ihn alsdann 
für die (m — 1)** Ordnung bereits als bewiesen und beweisen ihn för die 
m^. Die Differentialgleichung (1.) hat nach Nr. 2, L wenigstens ein In- 
tegral von der Form yi=(a:— a/<p(a:), worin (p{x) nur Potenzen von x — a 
mit positiven Exponenten enthält, ip (a) von Null verschieden ist. 

Setzen wir y=^y\ fzdx in (1.), so erhalten wir die Differential- 
gleichung 

wo die einwerthigen Coefficienten q die in der vorigen Nummer angegebene 
Form haben. Diese Differentialgleichung hat alsdann nach der über die 
Differentialgleichung (1.) gemachten Voraussetzung und nach SatzlU. Nr. 2 
wenigstens m — 1 — A linear unabhängige Integrale , genannter Art. Die 
Coefficienten q^^ bis q^ enthalten Potenzen von (o:— a)"* in endlicher Anzahl; 
dasselbe findet demnach, da der Satz I. dieser Nummer für die (m — l)** 
Ordnung bereits als bewiesen vorausgesetzt wird, für alle Coefficienten q 
statt. Bezeichnet man die in Nr. 3 definirten Zahlen tii, tts, etc. bei der 
Differentialgleichung (2.) durch Tii, /li, ... .-/J^i und die grösste der Zahlen 
7ii-j-(m— 1) — 1, ... 7ii + (m— 1) — Ä durch g\ so findet sich Folgendes: 
a) Die Zahl g bei der Differentialgleichung (1.) sei >m. 
Wenn aus der Reihe der Zahlen 

77i+m 1, TX^-^-m 2, ... 77i^ + ^""Ä 

zuerst 

.7c +w — c^=^g>m 
wird, so ist auch aus der Reihe 

7!'i+(m-l)— 1, 7i;+(m-l) — 2, ... 7i; + (m-l)— Ä 
zuerst 

7io+(m— 1) — c=:g'=sg — l>m— 1. 

Da femer der Satz L dieser Nummer für die Differentialgleichung (2.) als 
bewiesen vorausgesetzt wird, so sind 

^In-i+C^—l) — Ä — 1, ... 7^^i^g\ 
Daraus folgt, dass die Coefficienten pi^i bis]?,,.! Potenzen von («— a)~* in 
endlicher Anzahl enthalten und 

26» 
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sind ; und nun ergiebt sich aus Satz !• Nr. 3 , dass auch p^ eine endliche 
Zahl Potenzen von (x — a)""^ enthält und n^^g ist. 
b) Die Zahl g sei ^m. 
Man findet dann, wie vorhin, dass 

7i', + (m-~l) — 1, ... tf'a + C^— 1) — Ä^m — 1 
sind und daher auch 

7rÄ+i+(m— 1)— Ä— 1, .•. 7?;^i^m— 1; 
daraus folgt, dass 

7i«+7n — a^,m (a=l, 2, ... m 1) 
ist und nach Satz I. Nr. 3 auch n^ '^ m. 

Damit ist der angegebene Satz bewiesen. Aus demselben ergiebt sich 
unmittelbar der den folgenden Untersuchungen zu Grunde liegende Satz: 

IL Wenn alle in der Umgebung von x=a einwerthigen Coeffiden-- 
ten pi bis p^ der Differentialgleichung (1.) Potenzen von (x — a)"* in endr 
licher Anzahl enthalten und von den in Nr. 3 definirten Zahlen Tri+wi— 1, 
Tis+w— 2, ... 71« die grösste g>m ist, wenn femer aus der Reihe dieser 
Zahlen Ti^+m — h zuerst gleich g wird^ so hat die Differentialgleichung 
höchstens m — h linearunabhdngige Integrale ^ in deren Ausdrücken Potenz 
zen von (x — a)""* nur in endlicher Anzahl vorkommen. 



6. 
In der Differentialgleichung 

(1.) g+;>.^+-+i>.y=o 

sollen die in der Umgebung von x^=a einwerthigen Coefficienten Poten- 
zen von (x — a)"^ nur in endlicher Anzahl haben. Wenn alsdann von den 
in Nr. 3 definirten Zahlen TTi + m — 1, ... n^ die grösste g^m ist, so hat 
nach einem Satze, den Herr Fuchs (d. J. Bd. 66, S. 148) bewiesen hat, die 
Differentialgleichung m linearunabhängige, also Oberhaupt nur Integrale , in 
deren Ausdrücken Potenzen von (x — a)"** in endlicher Anzahl vorkommen. 
Wenn g>m ist und Tii^+w — h zuerst gleich g^ so hat sie nach Satz II. 
der vorigen Nummer deren höchstens m — h linearunabhängige. 

Man kann nun zunächst immer die Differentialgleichung (1.), in der 
Pu ••• Pk willkürlich gegeben sind, und von den Zahlen ni-^m — 1, ... 
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nk-^-m — h letztere die grOsste ist und grosser als m, in den Coefficienten 
l'jM-i) • • • j'« so bestimmen, dass sie wirklich m—h linearunabhängige Integrde 
jener Art hat. Dazu braucht man nur m — h Functionen der Form 

in die Differentialgleichung einzusetzen, worin die Grössen / in der Umge- 
bung von x=a einwerthig und endlich und für x=a von Null verschie- 
den, die Exponenten r keine positiven ganzen Zahlen kleiner als m—h—l 
sind und je zwei derselben sich nicht um ganze Zahlen unterscheiden. 
Denn die Determinante 



yi 



da 



y , ^^ 
^"'"* da 



dx^ *-^ 






ist alsdann nicht identisch Null, weil sie gleich 



ist, wo 



ay 



und 



D 



• • 



Co=/i(a)/»(a) . . •/«.-»(«) D 



»•i(n-i)..(n-»»+A+2) 



1 r, . . . 



Ir 



m-k* 



1 r^-k ... ^«^(^•-*--l)..(^m>*-w+Ä+2) 

von Null verschieden ist. Die Coefficienten pi^i bis p^ werden einwer- 
thig, enthalten Potenzen von (x — a)~^ in endlicher Zahl, und es ist nach 
Satz L der vorigen Numjner Tia+w— a^5r(a=l, 2, ... m); nach Satz 11. der- 
selben Nummer hat die Differentialgleichung nicht mehr linearunabhftngige 
Integrale der genannten Art. 

Es giebt aber auch, wie in den folgenden Nummern gezeigt werden wird, 
Differentialgleichungen' (1 .), die die Bedingung, dass n/r^-m—h zuerst gleich ^>>m 
wird, erfüllen und weniger als m — h linearunabhftngige derartige Integrale 
haben. Wir wollen nun voraussetzen, dass in der Differentialgleichung 
(1.) g>fn und TiA-f-^'"^ zuerst gleich g sei, alsdann die allgemeine Form 

der linearunabhftngigen Integrale der angegebenen Eigenschaft bestimmen, 

' 1'.' ' 

deren Anzahl s, falls Oberhaupt welche vorkommen, ^m — h ist. 



ifA Tk^m4, zm' TUone der Umarm Dif€rmtialffUiehmffm. 

ZäufcfaÄ 'tnpfiU sich MB den Silzen I. und III, der Nr. 2, dasfl 
4ie 4 Jbtstfn^ der angeeeboen Ait. die die Difierentialgleichung (L) der 
3^r. i httc. :si^er der Form dargesteDt werden können: 

wo 

Ji=>— 'C'fiAr z=x—ay-.f^y), ... w=(z—ay^(p,(x) 
ist. 31 iäi Gr'jÄBen <r aar P:xenzen Ton x — a mit positiven Exponenten 
Tork*3fiiiibäi an»! 

T<:}a 5;iil Ter?cii»it»n sofL Xadi geschehener Integration nehmen alle In- 
tsäTale «sie Torai an: 

>-,i':/,~/;k«Cx-a)^-+/»(log(x-a))»}, 

wonn «üe Grössen / in <ier Umgebung Ton x=a einwerthig und endlich 
$uiiL Faissc flBsui üiejeni^eo. worin dce Exponenten r sich bloss um ganze Zahlen 
uzxter^'heiden« zu einer Gnif«pe neammen. so enthält dasjenige Integral, 
weiciie^ ki der Seihe jk* J4- -*• f» merst auftritt, keinen Logarithmus. Die 
Airsaiil der Inte^TsIe ^ dieser Gruppe sei gleich l'. Aus den Sätzen 
der Sr- i erwbc sich- dag* diese Gru{^ durch eine der Form 

j^=^x— wt'V-^ jr,=jit/r<fr. ••. y^=^\ix fdx zjdxu...jtdx 

er^txt werden ksim. wvrin s$x^ z^ u^ ... t m der Umgebung von x=a 
eittwerchk ^^t'd (U»d Poc^uen von (x— a)~^ in endlicher Anzahl enthalten. 
/^M trr%p{w CiffM uiW «Jn dM spitze der entsprechenden Gruppe (4.) 
Xr. l ii^^ ^'touiviMdff^^r^^riN^ g€steUt urerdefi. 

Wix^ wv^ktt die (\^nu der Integrale dieser Gruppe jetzt bei der Difie- 
r^aidkWhrl^uit^ v^^^ diewr Nummer näher untersuchen und haben dazu das- 
^b^ Y^rtArw aiuuwendeu« welches Herr Fuchs (d. J. Bd. 66, S. 146) 
Kh v(er l^^uiMUUi>^ der Form der Int^prale der von ihm untersuchten 
IKÄw^Usül^K^kwig jjfbrÄUohl hat. 

^^^lat Mail iu der IHtiferaatiaigleichung (1.) 

^\* ^v*^ ^^^^^^ l\>toÄiett vv>u jr — a nut positiven Exponenten enthält und 
^,V%l^ vxMi NttU v^w^^iedeix ist, so geht (L) Ober in 
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wo 



ist. Bezeichnet man die in Nr. 3 definirten Zahlen n bei (2.) durch tt, 
80 ist von ni-\-m — 1 bis tt« die grösste zuerst tt^+wi — h gleich der Zahl 
g bei der Difierentialgleichung (1.), und zwar ist 

[p'kix—ay'^]^=[p,(x—ark'^^. 
Es muss nun, damit der Differentialgleichung (2.) eine Entwickelung 

00 

U=:2:Ca(x a)\ 



wo Co von Null verschieden ist, genügen kann, 

sein. 

Dies giebt die Gleichung (m — Ä)*~ Grades: 

r(r- 1) . . . (r—(m—h) + 1) [;>,(a:— a)^*] 
(3.) I +r(r— l)...(r-(m— Ä)+2)[;);^,(a:— a)^*-^^] 

+-+[pm(^-ar*-"'" *]_ =0. 



Der Gleichung (3.) genügt der Exponent r in yi=(x — aYu; es sei diese 
Wurzel der Gleichung (3.) durch Ti bezeichnet, und die übiigen Wurzeln 

seien ^2> ^s? ••• ^m-** 
Setzt man 

in der Differentialgleichung (1.), so geht dieselbe über in: 

welche Differentialgleichung ä! — 1 linearunabhängige Integrale der Form 

(^-ar(/o+/ilog(a;-a)+...+/,(log(:r-a))*) 
hat, wo r ganzzahlig ist, die Grössen / in der Umgebung von x=za ein- 
werthig und endlich sind. 

Bezeichnet man die in Nr. 3 definirten Zahlen tti etc. bei der Diffe*> 
rentialgleichung (4.) durch .^i, ... 7im-.i9 so ist die grösste aus der Reihe 
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7i; + (m— 1)— 1, n', + (m—l)—2, ... n'^_,, 

hier wiederum zuerst 

;i;+(m-l)— Ä 
und zwar gleich g — l. 

Die Differentialgleichung hat ein Integral der Form 

wo r' ganzzahlig ist und (p^x) nur Potenzen von x — a mit positiven Ex- 
ponenten enthält, (pi(a) von Null verschieden ist r' ist alsdann Wurzel der 
Gleichung (m — 1 — h)^ Grades 

r'(r'-l)...(r'-(m-l-Ä) + l)[5»(x-a)»'»J^, 
(5.) I +r' (/-!)...(/-(»»- l-A)+2) [q^, (x-a^V^» ]_ 

+•• •+[9«.-i(«-«)'"»^"-'-*]« =0. 
Setzt man in dieser Gleichung fQr 

seinen Ausdruck 

SO ergiebt sich, dass die Gleichung (5.) zu Wurzeln 

(6.) r,— ri— 1, rg— ri— 1, ..• r^^—r^ — l 

hat. Eine dieser Wurzeln ist /, es sei diese durch r, — rj — 1 bezeichn^^ 
Man setze dann in der Differentialgleichung (4.) 

z=Zi fudx 

und reducire weiter. Auf diese Weise erhält man successive die i! 
grale der vorliegenden Gruppe unter der Form 

wo 

in der Umgebung von a:=a einwerthig und endlich und ftlr «=a von Null 
v^*schieden und die Exponenten fi, rs, ...r^r, die sich bloss um ganza 
Zahlen unterscheiden, Wurzeln der Gleichung (3.) sind. 



A^ 
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Wenn man nun von einem Ausdrucke 

(8.) i^=(a:-a)*{<^o+<Pilog(a:-a) + (/),(log(^-a)yH \'<Pn(}og(x^a))% 

wo die in der Umgebung von x=^a einwerthigen Grössen (p nur Potenzen 
von X — a mit positiven Exponenten enthalten, und worin k so genommen 
ist, dass der Ausdruck für x=a nicht Null wird und unendlich wie 

a-j-Älog(^ — a)-\ f-'P^gC^ — ^)]' 

mit Constanten Coe£6icienten a, d, ... /, die Bezeichnung gebraucht, die 
Herr Fuchs (d. J. Bd. 66, S. 155) gewählt hat, „er gehöre zum Exponen- 
ten k^^ und die beiden von Herrn Fux:hs (1. c.) gegebenen Sätze anwendet, 
1) dass, wenn G(x) eine wie jF beschaffene Function ist, die zum Exponen- 
ten r gehört, alsdann lG(x)dx (wo die Integrationsconstante gleich Null 

genommen wird) ebenso beschaffen ist und zum Exponenten r-f-l gehört, 
und 2) dass, wenn G(x) zum Exponenten r und G\x) zu r' gehört, das 
Product G(x)'G'(x) zum Exponenten r-j-^' gehört, so ergiebt sich: Die 
Integrale (7.) yi bis yi' gehören zu den Wurzeln der Gleichung (3.) als 
zu ihren Exponenten. 

Die Gleichung (3.) ist die nämliche, welche die Exponenten der In- 
tegrale in der Differentialgleichung (m — A)*" Ordnung : 

^^'^ d^'^ ^ Pk (&«•-*-» ^ ^ PA 

bestimmt. Diese Differentialgleichung (9.) hat nämlich die Form derjeni- 
gen, die nur Integrale mit Potenzen von (x — ä)"^ in endlicher Anzahl be- 
sitzen. Die Exponenten dieser Integrale werden nach einem von Herrn 
Fuchs (d. J. B. 66, S. 147) für diese Differentialgleichungen gegebenen 
Satze durch eine Gleichung bestimmt, welche bei der Differentialgleichung 
(9.) mit der Gleichung (3.) zusammenfällt. 

Man kann nun die Resultate dieser Nummer in folgender Weise zu- 
sammenfassen : 

I. Die Differentialgleichung (1.), in welcher von den Zahlen 

Tii-f-m — 1, 7ia-j-wi — 2, .•. Tifl, 
die gross te g>m sein soll und Ti^+m— A zv^st gleich g, hat höchstens m^h 
linear unabhängige Integrale mit Potenzen von (x — a)"* in endlicher An- 
zahl. Hat sie deren nun wirklich Sj so zerfallen dieselben in Gruppen 
von folgender Form: 
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yi> y»=yi/ ^ dx^ y^^y^f^ ^J^^ dx, ... yxi=zy^Jdx zjdxu.. .Jt dx, 
yi=(x — ay'(pi(x), z=(x—ay*-^'^^(pi(x), ... t=(x — ayl'-''v-^''^(plf(x)y 
wo die Grössen tp in der Umgebung von x=^a einwerthig und endlich 
und für a;=a von Null verschieden sind. 

Die l! Exponenten r^ bis rv unterscheiden sich bloss um ganze 
Zahlen; die Integrale nehmen die Form des Ausdruckes (8.) an und ge- 
hören zu den Exponenten ri bis rii. 

Eine Gruppe umfasst alle Integrale^ deren Exponenten sich bloss 
um ganze Zahlen unterscheiden. 

Alle Exponenten, zu denen die verschiedenen Integrale gehören, sind 
Wurzeln der Gleichung (m — hy Grades (3.). 

n. Die Gleichung (3.) t^^ die nämliche , deren Wurzeln die Ex- 
ponenten der Integrale der Differentialgleichung (m — A)**' Ordnung (9.) 
bestimmen y die nur Integrale mit Potenzen von (x — a)""* in endlicher An- 
zahl hat. 



7. 
Die Differentialgleichung 

worin die in der Umgebung von x = a einwerthigen Coefficienten Poten- 
zen von (x — a)"* in endlicher Anzahl haben, und wo von den Zahlen 
TTi+m — 1 bis TT^ die grösste g grösser als m sein soll und zuerst 
Tik-^-m — h=g, hat nach Nr. 5, Satz IL höchstens m—A linearunabhängige 
Integrale mit einer endlichen Anzahl Potenzen von (x — a)"^ und die 
Form derjenigen, die sie wirklich hat, ist in der vorigen Nummer gegeben. 
Nach dem im Anfange der vorigen Nummer Gesagten wird sie nun zwar im 
Allgemeinen auch so viele haben; insofern man die Coefficienten pi hisp^ 
willkürlich wählen kann, so dass 7tf,-{-m — h zuerst =g>m wird, und 
dann durch Einsetzen von m—h linearunabhängigen Functionen (x — ötX/(^)i 
wo f(x) in der Umgebung von x=a einwerthig und endlieh bleibt, die • 
übrigen so bestimmt, dass allgemein 

Tia-i-m — a^g (a=l, 2, ... m) 
ist und die Differentialgleichung diese Functionen zu Integralen hat. 
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Jedoch gieht es auch Differentialgleichungen von der Form (1.), de- 
ren Coefßcienten die angegebenen Bedingungen erfüllen^ die aber weniger 
als m—h linearunabhängige Integrale jener Art haben. In der folgenden 
Nummer wird gezeigt werden, wie man auf solche Differentialgleichungen 
kommt. Um aber gleich hier allgemeinere zu bilden, benutzen wir den 
Zusammenhang einer nicht homogenen linearen Differentialgleichung 

mit einer homogenen von einer um eine Einheit höheren Ordnung, den 
Herr Fuchs (d. J. B. 68, S. 368) angegeben hat, indem er die Gleichung 
aufstellt 







(3.) 
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da 


«-J-S 


= 0, 
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Aus (3.) folgt alsdann 















(6.) Y=Cq, 
WO C eine Constante ist, und verbindet man hiermit noch die Gleichung 

(7.) r=o, 

so genügt ein Integral y von Gl. (2.) oder (7.) der Gleichung (4.) und umge- 
kehrt ein Integral y von (4.) der Gl. (7.) oder — ^ der Gl. (2.). Wenn nun die 

Gleichung (2.) ein Integral mit Potenzen von (x — a)~^ in endlicher Anzahl 
haben soll, muss (4.) von derartigen Integralen, die linearunabhängig sind, 
eines mehr enthalten, als (7.). Und umgekehrt, wenn dies der Fall ist, 
so genügt eines davon, mit einer gewissen Gonstanten multiplicirt, der Glei- 
chung (2.), und das allgemeinste dieser Art von (2.) wird erhalten, wenn 
man zu diesem das allgemeinste derselben Art, welches der Gleichung (7.) 

genügt, addirt. 

Wir wollen nun zunächst m gleich 1 setzen, alsdann (2.) und (7.) 
so bestimmen, dass diese keine derartigen Integrale haben. 

Die Gleichungen (2.) und (7.) werden 

27» 
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Wenn r^ willkürlich genommen wird gleich -/!^5L_^ n>l, woy(x) nur 

Potenzen von x—a mit positiven Exponenten enthält, /(a) von Null ver- 
schieden ist, so wird 

Die Gleichung (8.) hat zum vollständigen Integrale 

y=e-A^ \G—fqef^^^dx\ 
und (9.) 

wo C eine Constante ist. Nehmen wir q von der Form (^— a)*'y(x), wo 
^(a:) nur Potenzen von x—a mit positiven Exponenten hat, so hat das In- 
tegral von (9.) Potenzen von (x — a)~* in unendlicher Zahl; bestinmien 
wir dann q näher, so dass 

fqeS^'^ dx=ifq^ef^^^ dx 

einen Logarithmus enthält, wozu q von der Form {x — a)' sein könnte, so 
enthält auch das Integral von (8.) für beliebige Werthe von C Poten- 
zen von (je — a)"* in unendlicher Zahl. Die Gleichung (4.) hat dann auch 
nur solche Integrale; sie hat aber die Form 

wo /i und /, nur Potenzen von x — a mit positiven Exponenten enthalten, 
/i(a) von Null verschieden ist. 

Man kann femer in der Differentialgleichung (1.) p^ willkürlich neh- 
men, so dass .Ti-j-^ — l>m ist, und die übrigen Coefficienten so bestim- 
men, dass y7i-f-^ — 1=5^ wird, die Differentialgleichung aber nur m — 2 
linearunabhängige Integrale der früher angegebenen Art hat. Für m=2 ist eine 
solche vorhin gebildet. Gesetzt nun, man könnte för die (m — 1)** Ordnung 
bereits eine solche darstellen. Man nehme dann in der Gleichung (!•) 
Nr. 4 für |)i den willkürlich gegebenen Werth und setze yi=(^— a/yC^), 
wo (p(x) nur Potenzen von x — a mit positiven Exponenten entiiält, und 
bestimme dadurch in der Gleichung (2.) derselben Nummer qi und als- 
dann, was nach der Voraussetzung möglich ist, diese Gleichung (2.) so, 
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dass sie m— 1 — 2 solcher Integrale hat. Dadurch werden pi^ ... p^^i be- 
stimmt, und wenn man yi in (1.) einsetzt, auch p^^ so dass 

7ii"\-m — l=g>m 
ist, (1.) nur m — 2 linearunabhängige Integrale genannter Eigenschaft hat. 
Es lässt sich dann auch die Differentialgleichung (1.) dieser Nummer 
so bestimmen, dass zuerst 

7?j+^ — h=g>m 
wird und nur m — h — 1 solcher Integrale vorhanden sind. Man nehme 
hierzu zuerst eine Differentialgleichung (m — A+l)*" Ordnung und bestimme 
sie nach dem Vorhergehenden so, dass von den Zahlen 

die erste die grösste und >m — A + l ^^^ ^^^ ^® Differentialgleichung 
m — h — 1 solcher Integrale hat. Nimmt man diese Gleichung alsdann zur 
Gleichung (7.) dieser Nummer, setzt in (2.) 

em, wo tö = r _\, ist, n^l, f(x) nur Potenzen von x — a mit positiven 

Exponenten enthält, f(a) von Null verschieden ist, und bestimmt dadurch 

q^e"" (x — a/-*-" (p(x), 
wo a eine ganze Zahl ist, (p(x) nur Potenzen von x — a mit positiven 
Exponenten enthält, so hat die Differentialgleichung (4.) in der Umgebung 
von x=a einwerthige Coefficienten mit Potenzen von (x — a)""* in end- 
licher Zahl. Von den Zahlen 

7ii+(m-Ä4-2)— 1, ... 7i,„-*+f 
ist hier /i^-f (m— Ä+2) — 2 zuerst die grösste >w — Ä + 2. Die Diffe- 
rentialgleichung (4.) hat das Integral 

e''(x—ay 
mit unendlich vielen Potenzen von (x — a)""\ und wenn man r so wäMt, 
dass es sich von den Exponenten von x — a, die in den Integralen von 
(7.) vorkommen, nicht um eine ganze Zahl unterscheidet, so hat (4.) jeden- 
&lls nur die früheren m—h—1 linearunabhängigen Integrale der verlangten 
Eigenschaft. Und dieses Verfahren kann man fortsetzen bis zu einer Diffe- 
rentialgleichung m*^ Ordnung. 

Man ersieht hieraus, dass die Differentialgleichung (1.), worin die 
Coefficienten die angegebene Bedingung erfüllen, nicht immer m—h linear- 
unabhängige Integrale der angegebenen Art hat. 
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8. 

Wenn man nun der Differentialgleichung (1.) der vorigen Nummer 
durch eine Reihen entwickelung der Form 

y=(x—ay.2;c^(x—ay 



zu genügen sucht, wo Cq von Null verschieden ist, und man setzt y=(a?— «y.ti, 
so nimmt die Differentialgleichung fRr u die Form (2.) Nr. 6 an; r ist 
alsdann Wurzel der Gleichung (m — h)^° Grades (3.) derselben Nummer. 
Diese Wurzel werde durch ri bezeichnet, die übrigen seien r,, ... r^.*. 
Setzt man dann in den Coefficienten p[ der Gleichung (2.) in Nr. 6 

r=r, und p',(x—ay-'^^'^CL(ix) = Q,(a) + (x—d)Q,(x), 
so kann man die Differentialgleichung auf die Form bringen; 

QL(pO 'U. 

Hieraus ergiebt sich von ä:=0 an für alle positiven ganzen Zahlen k: 

wo die Grössen A sich aus den Coefficienten der Reihenentwickelungen, die 
auf der rechten Seite der Gleichung (1.) vorkommen, und positiven Zahlen 
durch Addition und Multiplication zusammensetzen. 
Die Gleichung 

(3.) Q*(a)*.,(*-m+Ä+2)+QAH.i(a)A..(A-m+A+3)-f...-fQ«.i(a)=0 
stimmt mit Gleichung (5.) Nr. 6 überein und hat zu Wurzeln 

Ist nun die Wurzel r^ so beschaffen, dass sie sich von keiner der 
übrigen rg, ... r^.» bloss um eine ganze Zahl unterscheidet, so verschwindet 
der Factor von Cjt^i in Gleichung (2.) nicht fElr k^O oder irgend eine po- 
sitive ganze Zahl, und alle Coefficienten der Reihenentwickelung sind dem- 
nach vollständig bestimmt. Wenn man nun aber die Convergenz dieser 
formell bestimmten Reihe nachzuweisen versuchen wollte, so könnte man 
nicht das gewöhnliche Mittel anwenden, dass man statt der Reihen auf der 
rechten Seite der Differentialgleichung (l.) andere einsetzt, deren Coeffi- 
cienten alle positiv sind und grösser als die Moduln* der entsprechenden 



(2.) {' 
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CoefBcienten in den ursprünglichen Reihen, um dadurch das Nämliche flir 
die Grössen A in der Gleichung (2.) zu erreichen, und dass man femer 
die Grössen Q in dem Factor von Cj+j in der Gleichung (2.) durch solche 
ersetzt, welche diesen Factor immer positiv und von einem gewissen Werthe 
von k an kleiner machen, als der Modul des ursprünglichen Factors von 
Cjt^-i betragt, um hierdurch und noch mit Hülfe der willkürlichen Grösse 
Ca statt der ursprünglichen Entwickelung eine andere zu erhalten, deren 
Ooefficienten alle positiv und grösser als die Moduln der entsprechenden in 
der ursprünglichen Reihe sind. Die auf diese Weise gebildete neue Reihe 
muss divergiren, da in Gleichung (2.) auf der rechten Seite höhere Poten- 
zen von k vorkommen als auf der linken; und demnach, wenn die 
neuen Ooefficienten ebenfalls durch c bezeichnet werden, der Modul 

des Verhältnisses - — - — (x — a)*'""* ins Unendliche wftchst. Die durch 

die genannte Umformung aus der Differentialgleichung (1.) hervorgehende 
Differentialgleichung giebt hier direct ein Beispiel einer Differentialgleichung 
von der Form (1.) Nr. 7 von speciellerer Beschaffenheit der Ooefficienten, 

oo 

die für y eine formelle Entwickelung 2:Ca(x — a)" zul&sst, welche nicht con- 



vergirt. Weitere Beispiele von Differentialgleichungen, die Ausnahmen bil- 
den und in den Ooefficienten allgemeiner sind, liefern die in der vorigen 
Nummer angegebenen Differentialgleichungen, unmittelbar die der 2. Ord- 
nung (10.), wo nach dem Vorhergehenden der Exponent r und die Ooeffi- 

00 

cienten in der Entwickelung {x — ay 2Cf^(jc — a)" vollständig bestimmt sind, 



diese Reihe aber nicht convergiren kann. Daraus folgt: 

L Wenn die Wurzel r in der Gleichung (3.) Nr. 6 sich von keiner 
der übrigen um eine ganze Zahl unter scheidet ^ so existirt für y eine in 

den Coefficienten vollständig bestimmte Entwickelung (x — ay Sc^x — a)*, 



worin Cq von Null verschieden ist^ die der Differentialgleichung (1.) Nr. 7 
formell genügt^ aber nicht immer convergirt. 

Wenn nun eine Gruppe von Wurzeln ri, ... rj in der Gleichung 
(3.) Nr. 6 vorkommt, die sich bloss um ganze Zahlen unterschei- 
den und dieselben so angeordnet sind, dass der reeUe Theil der folgen- 
den nicht grösser, als der der vorhergehenden ist, so sind zunächst die 

00 

Coefficienten in der Entwickelung {x — ay^2c^{x — a)* wieder vollständig 



216 Thomi^ zur Theorie der Unea/ren Di^er^nticdgleickungen, 

bestimmt. Falls aber diese Reihe nicht convergirt, so ist zuzusehen, ob 
bei der folgenden Wurzel, in welcher zuerst der reelle Theil kleiner, als 
in ri ist, sich die Coe£&cienten der Gleichung (2.) gemäss bestimmen lassen. 
Es sei diese Wurzel gleich r^ — A^i, so verschwindet in der Gleichung (2.) der 
Factor von c^^, und es muss demnach die rechte Seite ebenfalls verschwin- 
den. Alsdann bleibt Cj,^ zunächst unbestimmt und die Coefi&cienten nehmen 
die Form an Ca=B^Co für a<Cki und Ca=jß'aCfc^+5a^o ßir a^k^. Die Reihe 



CqS-t-Cx — aV kann nun höchstens für einen einzelnen Werth von — *con- 
vergiren, weil man sonst durch Subtraction zweier solcher Reihen eine con- 
vergente Reihenentwickelung der Form (x — ay^ JSc^(x — a)", wo Co von Null 



verschieden wäre, für die Differentialgleichung herleiten könnte. Dass dieser 
Fall überhaupt vorkommt, kann man durch ein Beispiel nachweisen. Wählt 
man nämlich die Differentialgleichung zweiter Ordnung (10.) der vorigen 
Nummer so, dass die Wurzel der zugehörigen Gleichung (3.) Nr. 6 eine positive 
ganze Zahl k wird, was leicht geschehen kann, und bildet man nun nach 
den weiter folgenden Angaben der vorigen Nummer eine Differentialglei- 
chung dritter Ordnung, in der Tii-^-m — l=^>m ist, die aber nur ein Inte- 
gral der firüher definirten Art hat, so ist dieses Integral von der Form 

QO 

(x — ay^C;^(x — a)*, wo Cq von Null verschieden ist, während die zugehörige 



Gleichung (3.) Nr. 6 die Wurzeln r + ^+1 und r haben muss. 

Aus der Reihe der Wurzeln rj, r^, ... rj existire nun zuerst für r^ 

OD 

eine convergente Entwicklung der Form yi=(x — aJi^SCf^Qc — a)*, wo c^ 



nicht verschwindet, während also in den vorhergehenden Wurzeln r^ , ... r^i 

der reelle Theil grösser als in r^ ist. Man setze dann y=^yij zdx und 

bilde die Differentialgleichung (4.) der Nr. 6. Die zu dieser gehörige 
Gleichung (5.) Nr. 6 hat unter ihren. Wurzeln folgende 

n— rfc— 1, ... n^x—n—l, rt^,— rt— 1, ... r^—rt— 1. 

Ein Integral der Form {x — aj' 2Ca(x — a)", worin Cq von Null verschie- 



den und / aus der vorstehenden Reihe von Wurzeln genommen ist^ 
kann für diese Differentialgleichung zuerst nur für r'=rfc^.i — r^ — 1 oder 

eine folgende Wurzel existiren, weil sonst der Ausdruck yi / zdx einlntdgrsi. 

OD 

der ursprünglichen Differentialgleichung der Form (x — ay<»2c^{x — a)*, wo 
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Co nicht verschwindet, liefern würde, worin a<ik wäre. Wendet man 
weiter das nämliche Verfahren wie bei (7.) Nr. 6 an, so ergiebt sich: 

n. Wenn aus der Gruppe von Wurzeln r^, ra, ... rj in der Glet-^ 
cbung (3.) Nr. 6 y die sich bloss um ganze Zahlen unterscheiden tmd sa an^ 
geordnet sind^ dass der reelle Theil der folgenden nicht grosser als der 
der vorhergehenden ist^ zuerst hei r^ eine convergente Entwickelung der 
Form y=(x — ay^^Sc^ix — a)', wo c© von Null verschieden ist^ der 
Differentialgleichung (1.) der vorigen Nummer genügt j so liefert diese 
Gruppe jedenfalls nicht mehr als J — k linearunabhängige Integrale der 
vorgeschriebenen Art^ ßie zu Exponenten aus der Reihenfolge r», rj^^i, 
... rj gehören. Die X' Exponenten r in Satz L Nr. 6 nehmen daher die 
Anordnung an^ dass der reelle Theil des folgenden nicht grosser als der 
des vorhergehenden ist. 

Auf diese Weise erhält man also für die gesuchten linearunabhan-* 
gigen Integrale der Differentialgleichung (1.) Nr. 7, die Potenzen von 
(x — a)""* in endlicher Anzahl enthalten , forrmlle Entwickelung en , von weU 
chen diejenigen j die convergiren^ die Integrale y die wirklich vorhanden 
sind^ liefern. Die Beurtheilung der Convergenz dieser Entwickelungen 
wird in dem Falle, wo die Ooefficienten der Differentialgleichung (1.) 
dieser Nummer rational sind, dadurch vereinfacht, dass man die Nenner 
wegmultiplicirt und statt der Gleichung (2.) eine andere Recursionsformel 
für die Ooefficienten der Entwickelung aufstellt, die nur eine constante An- 
zahl derselben enthält. Aus dieser Formel lässt sich vielfach direct die 
Convergenz oder Divergenz der Reihenentwickelung erkennen. Es bleibt 
nun weiter zu untersuchen, inwiefern es für diese Convergenz allgemeinere 
Kennzeichen giebt, und ob durch weitere theoretische Betrachtungen sich 
noch andere HOlfsmittel finden lassen, die Integrale der angegebenen Art, 
die die Differentialgleichung (1.) der vorigen Nummer besitzt, zu be- 
stimjnen. 

Berlin, im August 1871. 
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2ur Integration der partiellen DifFerentialgleichung 

« 

(Von Herrn H. A. Schwarz in Zürich.) 

\ • 

9 ' 

Im vierten Hefte des 73. Bandes dieses Journals hat Herr Prym in 

einer Abhandlung „Zur Integration der Differentialgleichung st + "g-f = " 

p. 340 bis 364 auf einen im XV. Jahrgange der Vierteljahrsschriffc der Na- 
torforschenden Gesellschaft in Zürich (p. 113 bis 128) veröffentlichten Auf- 
satz Bezug genonamen, durch dessen Abdruck an dieser Stelle einigen Le- 
sern dös Journals vielleicht ein Dienst geleistet wird. Bei dieser Gelegen- 
heit sind zu dem erwähnten Aufsatze einige Anmerkungen hinzugefügt wer* 
den, welche hauptsächlich die Beziehungen zu anderen Bearbeitungen des- 
selben Gegenstandes oder nahe verwandter Gebiete betreffen. Eine 
Fortsetzung und theilweise Erweiterung der in jenem Aufsatze enthaltenen 
Untersuchungen bildet den übrigen Inhalt der vorliegenden Mittheilung. 

üeber die Integration der partiellen Differentialgleichung 

für die Fläche eines Kreises. 

In seiner Inauguraldissertation (Art. 18, 19, 21) und in seiner Ab- 
handlung über die Theorie der Abehchen Functionen (d. Journ. Bd. 54, 
p. 112, 114) hat Riemann einige die Integration der partiellen Differential- 
gleichung 

für ein gegebenes Gebiet T unter vorgeschriebenen Grenz- und ünstetig- 
keitsbedingungen betreffende allgemeine Lehrsätze ausgesprochen, für welche 
meines Wissens ein strenger Beweis gegenwärtig noch nicht bekannt ist. 
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Auch för den einfachen und wichtigen Specialfall, in weldiem da» 
gegebene Gebiet eine schlichte Elreisfläche ist, können die bisherigen Untei^ 
suchungen, soweit meine Eenntniss derselben reicht, nicht als vollst&ndig 
angesehen werden. 

Wenn der Werth der gesuchten Function u in jedem Punkte der 

. ' • • ■ • 

Begrenzung des Gebietes vorgeschrieben ist, und diese längs der Begren- 
zung vorgeschriebene Werthenreihe ausser der Bedingung, stetig zu sein, 
keiner anderen Beschränkung unterworfen wird, so ist die Annahme nicht 
zulässig, dass die gesuchte Function u längs der Begrenzung endliche par- 

tielle Ableitungen ^, ^, beziehungsweise -^ besitze, da unter den ge- 
machten Voraussetzungen partielle Ableitungen der Function u längs deS 
Randes im Allgemeinen überhaupt nicht existiren. Auf diesen Umstand; 
auf den vor mehreren Jahren Herr Weierstrass in seinen Vorlesungen auf- 
merksam gemacht hat, ist, soviel ich weiss, bisher nicht Rücksicht ge- 
nommen worden. 

Im Nachfolgenden beschränke ich mich auf die Betrachtung des 
Falles, in welchem das Gebiet der unabhängigen Variablen x und y eine 
die Ebene einfach bedeckende £j*eisfläche S ist; jedoch mit Ausschliessung 
von Stetigkeitsunterbrechungen und unendlich grossen Werthen in der für 
die Function u längs der Begrenzung der Fläche S vorgeschriebenen 
Werthenreihe. 

§.1. 

In der Ebene A^ deren Punkte die complexe Grösse 

z=^X'\-yi^=r.e^^ 
geometrisch darstellen, sei gegeben ein ganz im Endlichen liegender, die 
Ebene allenthalben nur einfach bedeckender Bereich 7, dessen Begrenzung 
von einer endlichen Anzahl von Stücken analytischer Linien gebildet wird« 

Für den Bereich T sei definirt eine (reelle) Function u der beiden 
reeUen unabhängigen Variablen x^ y und zwar als eine endliche, stetige 
und eindeutige Function derselben für aDe Punkte im Innern und auf der 
Begrenzung von T. 

Es wird vorausgesetzt, dass die partiellen Ableitungen 

bu hu a^tf 8*it 

28» 
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existiren, endliche, stetige und eindeutige Functionen von x und y sind 
und die Gleichung 

erfCdlen. 

Jedoch werden diese, die Ableitungen betreffenden Voraussetzungen 

entweder 

I. nur füi' alle inneren Punkte des Gebietes T 

oder 

n. auch für alle Punkte der Begrenzung von T einschliesslich gestellt 
Hiemach sollen die für u und fdr die Ableitungen von u gestellten 
Voraussetzungen im Folgenden als „Bedingungen I"* und ^^Bedingungen ü^ 
von einander unterschieden werden.*) 



*) Herr Carl Neumann fordert in zwei Abhandlungen: ^^Revision einiger allgemei- 
nen Lehrsätze aus der Theorie des Logarithmischen Potentials^, Mathematische Änna- 
len von Clebsch und Neumann ^ Bd. 3, p. 325 — 349 und „Zur Theorie des Logaritli- 
mischen und des iVincfonschen Potentiales. Zweite Mittheiluug^, Berichte der K. Sachs. 
Gesellschaft der Wissenschaften, math.-phys. Classe, October 1870, p. 264 — 321| 
ausser den in §. 1 angegebenen Bedingungen: a. „gleichmässige*^ Stetigkeit ana 

h'^u 
b. die Existenz der Ableitung ffir das Innere des betrachteten Gebietes. Hierzu 

ist Folgendes zu bemerken: 

a. Mit Recht hat Herr Heine darauf aufmerksam gemacht (dieses Journal, Bd. 71, 
p. 361), dass bei der Erklärung der Stetigkeit einer Function zweier oder mehrerer 
Argumente sorgfaltig zu Werke gegangen werden muss, wenn diese Erklärung analy- 
tisch brauchbar sein soll. Insbesondere erweist sich folgende Definition: „Eine Function 
zweier Argumente ist eine stetige Function derselben, wenn diese Function innerhalb 
des in Betracht kommenden Gebietes für jeden Werth des ersten Arguments eine ste- 
tige Function des zweiten und gleichzeitig für jeden Werth des zweiten Arguments 
eine stetige Function des ersten ist^, in den meisten Fällen als unzureichend^ 
wenn es sich darum handelt, aus derselben Schlüsse zu ziehen. Diese Erklärung ist 
daher als unbrauchbar zu verwerfen, ganz abgesehen davon, dass dieselbe, wie Herr 
Thomae bemerkt hat, auch solche Functionen umfasst, welcne gewöhnlich unstetig ge- 
nannt werden, wie z. B. die Function ^ V^» in einem den Punkt a^O^ V'^O in 

seinem Innern enthaltenden Gebiete. Vergl. die Schrift des Herrn Thomae: „Abriss 
einer Theorie der complexen Functionen und der Thetafunctionen einer Veränderlichen^ 
Halle 1870, Nebert, p. 13—16. — Bei Beginn meiner mathematischen Studien habe 
ich folgende Erklärung der Stetigkeit einer Function zweier Argumente kennen gelernt, 
die ich auch jetzt nocn für die richtige halte: „Eine Function /([^, y) ist in ctor Um- 
gebung des Werthepaares ^q, yQ eine stetige Function ihrer beiden Tstetig veränder- 
lichen^ reellen Argumente, wenn es nach Annahme einer von Null verschiedenen, 
sonst ninsichtlich üirer Kleinheit keiner Beschränkung unterworfenen positiven Grosse 
€ stets möglich ist, in der Umgebung des Werthepaares a^, y^ einen nach zwei Di- 
mensionen ausgedehnten Bereich abzugrenzen, so dass für cule^ zugleich dem Ursprungs 
liehen Bereiche der Variablen , für den die Function erklärt ist , und dem abgegrenzten 
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§.2. 

a. Sind u und vi zwei für denselben Bereich T den Bedingungen U 
(ß. den vorhergehenden Paragraphen) genügende Functionen, so haben die 
beiden Integrale 

/(ttAt*'-u'At*)rfr und -f{u^-v!^)d8, 

von denen das erste über den Bereich T selbst, das zweite über alle Be- 
grenzungslinien desselben zu erstrecken ist, den Werth Null; das erste, weil 
Aw und Aw' beständig gleich Null sind, das zweite, weil es durch theil- 
weise Integration aus dem ersten erhalten werden kann (s. Green: „An 
Essay on the Application of mathematical Analysis to the theories of Elec- 



Bereiche zugehörenden Werthepaare ar<> + A, yo+* ^i® Differenz /^«o+A, yp^^ 
— /(^o 9 Vo) ^^^ absoluten Betrage nach kleioer ist als b. Hierbei ist die Gestalt 
jenes abgegrenzten Bereiches im Allgemeinen keinen BeschräDkungen unterworfen. Ge- 
nagt eine FuDction dieser Bedingung für alle dem Innern und fär alle der Begrenzung 
eines gegebenen Bereiches der unabhängigen Variablen angehörenden Werthepaare 
*o^ 9o 9 ^ i^^ ^i^ betrachtete Function /ir diesen Bereich eine stetige Function ihrer 
Argumente^. Es scheint mir kein Bedurfhiss vorzuliegen, von dieser Erklärung ab- 
KOgehen, da mit Hülfe einer von Bolzano ersonnenen und von Herrn Weiersh^ass weiter 
entwickelten Sohlussweise ohne Schwierigkeit der Nachweis geführt werden kann, dass 
jede Function , welche im obigen Sinne nir einen gegebenen Bereich eine stetige Func- 
tion ihrer Argumente ist, für denselben Bereich auch in dem Sinne des Herrn Heine 
Sleichmässig stetig ist. Da auch das Umgekehrte stattfindet, so decken sich die bei- 
en Begriffe vollkommen. Auf der anderen Seite erwachst aber aus der Bemerkung 
des Herrn Heine die unabweisbare Forderung^ welche insbesondere bei einem Existenz- 
beweise nicht unerfüllt bleiben darf, dass, wenn die Stetigkeit einer analjrtisch dar^ 
gestellten Function bewiesen werden soll, durch den Beweis die Stetigkeit der Function 
in genau demselben Umfange dargethan werde, in welchem die Definition der Stetig- 
keit bei allgemeinen Untersuchungen vorausgesetzt werden muss, um analytisch brauch«* 
bar zu sein. Dieser Forderung Sabe ich in §. 5 , in §.8 und §• 11 zu entsprechen 
gesucht 

b. Die Forderung der Existenz der partiellen Ableitung ^ ^ scheint mir un^ 

nSthig zu sein, da die Endlichkeit, Stetigkeit und Eindeutigkeit oieser Ableitung fir 
das Limere des betrachteten Gebietes — man sehe §. 2 bis §. 5 des Textes — bereits 
eine nothwendige Folge der übrigen Voraussetzungen ist. Es mag bemerkt werden, 

dass im Gegentheil die in §. 1 hinsichtlich der zweiten Ableitungen ^-^ und -^-^ 

semachten Voraussetzungen noch auf ein geringeres Mass zurückgeführt werden können^ 
da die in §. 2 angeführten Satze auch dann noch unverändert gelten , wenn in einzel- 
nen Punkten oder längs einzelner Linien von der Forderung der Existenz zweiter Ab- 
leitungen abgesehen oder die Erffillung der Gleichung A«=0 ungewiss gelassen wird. 
Veril. die Formulirung der Bedingungen für deii im Art 10 der Dissertation Riemainm 
bewiesenen Lehrsatz. 
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tiicity and Magnetism.^ Dieses Journal, Bd. 44, p. 360; Rtemanns Inaug.- 
Diss., Art. 7 bis 10).*) 

b. Setzt man u'=l, also ^r- =0, so ergiebt sich der Satz: Das 

über alle Begrenzungslinien eines Bereiches T, für welchen die Function u 

^ds hat den 

Werth NuU. 



§.3. 

Eine Function u genüge für die Fläche S des mit dem Radius 1 
um den Punkt z=0 beschriebenen Kreises den Bedingungen L 

Man setze w'=logr (s. Riemanns Dissertat. Art. 10). Die Curven 
constanter Werthe von v! sind concentrische Kreise, deren Mittelpunkt der 
Punkt 2r=0 ist. Sind Bi und R^ zwei specielle zwischen 1 und liegende 
Werthe von r mit der Bedingung l>>JBi>JB,>>0, so genügen die Functio- 
nen u und u' fbr das von den beiden Ej*eisen mit dem Mittelpunkte z=:0 
und den Radien Ri und R^ begrenzte Ringgebiet T den Bedingungen II, 
und es sind daher die Voraussetzungen des Satzes §. 2,a erftült. 



*) Am angeführten Orte stellt Green dieselben Bedingungen, welche in §. 1 als 
Bedinffangen U bezeichnet worden sind. Eine analoge Voraussetzung findet statt bei 
dem Beweise, den Gauss für den Satz 

giebt (Werke, Bd. V., p. 226^ Derselben Einschränkung sind aber auch die Beweise 
m. unterwerfen, welche Herr Durhge in der Schrift : „Elemente der Theorie der Functio- 
nen einer complexen veränderlichen Grösse^, Leipzig, Teubner, 1864, p. 203 und 
'Bsti C. Neumann in der Schrift: „Das DirichletÄchQ Principe, Leipzig, Teubner, 1865 
p. 9. gesehen haben, da dieselben nur Uebertragungen des 6au«aischen Beweises auf 
den fall sweier unabhän^gen Variablen sind. 

Auf der anderen Seite findet man in dem Aufsätze des Herrn BetUi „Sopra le 
ionxioDi sferiche% Annali di Matematica, U. Serie, TomoL, p. 81 — 87 und in dem- 

?' nigen des Herrn Dinii „Sopra le funzioni di una variabile complessa^, ebendaselbst, 
omo IV., p. 159 — 174, die Untersuchung auf den Fall beschränkt, in welchem die 
EdnUang der Bedingungen 11 gefordert wird. Hierbei zeigt sich jedoch eine andere 
Unzuträglichkeit , da die in den Endformeln auftretende, die gegebenen Bandwerthe 
darstellende, sooenannte willkürliche Function keineswegs willkürlich gewählt werden 
darf, wenn die Bedingung endlidier Differentialcoefficienten einschliesslich des Bandes 
gestellt wird. Welchen beschränkenden Yoraussetzuugen aber diese Function ausser 
der Bedingung stetiff zu sein in diesem Falle zu unterwerfen ist, geht, wie mir scheint, 
aus jenen Untersuchungen nicht hervor. 
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Das Ober die ganze B^enzung von T erstreckte Integral 

hat demnach den Werth NuU. Es ist zu zeigen, dass jedes der über die 
ganze Begrenzung von T erstreckten Integrale 

fu^ds und ß^^ds 

ftr sich den Werth Null hat. 

Längs des Kreises mit dem Radius R^ hat v! den constanten Werth 
log J?i und längs des Kreises mit dem Radius R^ den constanten Werth 
log Äa. Es ist also 

/t.'|^d^ = logÄ,./gd^ + logÄ, J^ds. 

Wendet man den Satz §. 2, 6 auf die Fl&che des Heises mit dem 
Radius R^ und auf das Ringgebiet 7 an, so erhält man 

(r=Ä,) (r=it.) (r=Ä,) 

folglich ist auch 

v! ^ds und also auch das Integral Ju^ds den 

Werth Null, wenn beide Integrale über die ganze Begrenzung von T er- 
streckt werden. 

Es ergiebt sich för r=Äi, a" = — p~ ^^^ *ör r=Ä,, —^ = ^. 

Setzt man daher für (fc seinen Werth Ri.dip^ beziehlich R^.dtp und be- 
zeichnet den Werth der Function u in dem Punkte z^=r .e^ mit w(r, y), 

w ^ di = die folgende 

In dieser Gleichung sind R^ und jßi zwei von einander unabhängige 
veränderliche Crrössen, welche alle Werthe zwischen und 1 annehmen 
können, wobdl jedoch die Werthe und 1 zunächst noch ausgeschlossen 
sind. Nun folgt aber aus der Voraussetzung, dass die Function » eine 
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stetige Function der Variablen x und y, also auch der Variablen r und 9 

w(r, 9)^9 für alle Werthe von r 



zwisdien und 1, einschliesslich der Werthe und 1, sich mit dem 
Werthe von r nicht anders als stetig ändern kann. Aus diesem Grunde 
bleibt die obige Gleichung, obgleich bei deren Herleitung zunächst voraus- 
gesetzt wurde, dass R^ und Ri von und 1 verschieden seien, auch dann 
noch bestehen, wenn jB,=0 und Äi=l gesetzt wird. Für den Werth 
R^=zO geht das Integral auf der linken Seite in 27i.u(0) über, wenn mit 
u(p) der Werth von u im Punkte z=zO bezeichnet wird. Es besteht da- 
her die Gleichung 

1 Z*^^ 



§.4. 

Bei zweckmässig geänderter Bestimmung der Function u' f&hrt ctie 
im vorhergehenden Paragraphen entwickelte Schlussweise, welche dem 
Art. 10 der Dissertation Riemanns entnonmien ist, auch zu einem Aus- 
druck för den Werth w(r, y) der Function u in einem beliebigen, dem 
Innern der Bjpeisfläche angehörenden Punkte Zo=r.e^y unter der alleinigen 
Voraussetzung, dass die Function u für die Fläche S den Bedingungen I 
genüge. 

Dem Punkte Zo=ir.e^ innerhalb der Fläche S werde zugeordnet 

der Punkt ^^^=—6*^ ausserhalb derselben; 0<r<l. Alle Punkte 2?, deren 

Abstände von den Punkten Zq und 4» [^—^0] ^md [jer— 4]» ^hi constantes 

Verhältniss haben, r^^/i = r .t^ mit der Einschränkung O^f^l, liegen 

auf einem der Fläche S angehörenden Kreise, dessen Mittelpunkt c und 
dessen Radius R durch die Gleichungen 

!-<> Kl-r>) j. ^ 

gegeben werden. Für t=l fällt dieser Kreis mit der Begrenzung von S 
luiammen, für ^=3:0 geht derselbe in einen Punkt, nämlich in den Punkt 
Zo über. 
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Zu jedem Punkte z von S gehört nach dem Vorhergehenden, so- 
bald der Punkt ZQ=^r.e^ fixirt ist, em Werth von f, O^i^l, also auch 
je m Werth von c und R. Setzt man nun z — c=R.e*^^ so entspricht 
jedem Punkte z von S mit Ausnahme des Punktes Zq ein Werth von ^, 
welcher der Bedingung 0^y/<:27i genügt, und für den die Gleichung 
z — c^=R.e^^ erfüllt ist. Da auch umgekehrt zu jedem Werthepaare ^, ^ 
nur ein Werth von z gehört, so können t und i/; als unabhängige Variable 
^wählt werden. Es geht dann die Function u von x und y in eine Func- 
tion von t und ^ über. Der dem Werthepaare ^, %fß eindeutig entsprechende 
Werth von u möge mit u[t\ xfi\ bezeichnet werden. Für die Werthe <s=l 
und <==0 ergeben sich die Identitäten w[l; V^]=w(l, i/;), w[0; %fi\=zu(r^ <p). 
Auch in Beziehung auf die Variablen t und yj ändert sich die Function u 
für alle in Betracht kommenden Werthepaare mit beiden Argumenten 
stetig. 

Man setze w' gleich dem reellen Theile der analytischen Function 



Z^Zq 



^ = logt^=log(r.O. 



Es seien ti und t^ zwei specielle Werthe von f, welche beide zwischen 1 
und liegen, mit der Bedingung l>>?iX2>0. Ri und Ä, seien die Ra- 
dien der diesen Werthen von t entsprechenden zwei Kreise, T bezeichne 
das von diesen beiden Kreisen begrenzte Ringgebiet. 

Nun genügen die Functionen u und u' für die Fläche T, die Function 
u für die Fläche des Kreises mit dem Radius Ri den Bedingungen 11 ; 
längs beider Begrenzungslinien von T hat die Function u' je einen constan- 
ten Werth. Mittelst derselben Schlüsse wie in §. 3 wird daher gefolgert, 

auch in dem vorliegenden Falle den Werth Null hat. 

Ott' 
Man erhält für g- längs der beiden den Werthen ^=fi, t:=t2 ent- 

,sprechenden BegrenzungsUnien von T beziehlich die Werthe . 

1 l'-rUl 



Ä, 1— 2r*i cos (tp—if^+r Hl 
und 

Ä,; l—2rt^coBiip—(p)+rHf 
Journal for Mathematik Bd. LXXIY. Heft 3. 29 



/'""t'»5V] l-2r<. co8(!^-y)+r««» ' "^l"' 
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Wenn daher för de sein Werth Ri.dtpy beziehlich R^.dxp gesetzt wird, so 

y* dl/ 
u-^ds=^0 die folgende 



Die Grössen ^^ und U sind von einander unabhängig und können alle 
Werthe zwischen 1 und annehmen, ausgenommen die Werthe 1 und 
selbst. Aus den Ober die Function u gemachten Voraussetzungen folgt 
aber, dass ftlr alle Werthe von t zwischen 1 und 0, einschliesslich der 
Werthe 1 und , der Werth des Integrals 

sich mit dem Werthe von t nicht anders als stetig ändern kann; daher 
bleibt die obige Gleichung auch dann noch bestehen, wenn ft=0, <t=l 
gesetzt wird. Für den Werth ^a=0 geht die linke Seite der Gleichung in 
2n.u(r^q>) über, während die rechte Seite für ^i=l in 



übergeht 

Es besteht daher, wenn die Function u für die Sjreisfläche S den 

Bedingungen I genügt, für alle Werthe von r, welche kleiner sind als 1, 

und für alle Werthe von y die Gleichung 

(Vergl. C. Neumann: „Ueber die Integration der partiellen Differentialglei- 
chung ^ + ^=0.« Dieses Journal, Bd. 59, S. 364.)*) 



*) Das bestimmte Integral, auf welches die Untersuchung des §. 4 gefuhrt hat, 
und die entsprechende Formel, durch welche die partielle Differentialgleichung 

fnr das Innere einer Kugel integrirt wird, wenn der Werth der Function V an der 
Oberfläche der Kugel vorgeschrieben ist und die Bedingungen, denen diese Function 
unterworfen wird , den in §. 1 angegebenen Bedingungen I analog sind , findet sich in 
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Also ist der Werth der Function u ia einem beliebigen Punkte 
z=:r.e*^ im Fnnem der Kreisfläche unter den angegebenen Voraussetzun- 
gen nur abhängig von denjenigen Werthen, welche die Function u auf der 
Peripherie des Kreises annimmt, und ausserdem von den Polarcoordinaten 
jenes Punktes, bezogen auf den Mittelpunkt des Kreises als Pol; Überdiess 
ist u(r^ (p) durch die genannten Grössen eindeutig ausgedrückt. 

Wenn es daher eine Function u giebt, welche für die Fläche eines 
Kreises den Bedingungen I Genfige leistet und auf der Peripherie dessel- 
ben mit einer gegebenen Function /(y) dem Werthe nach übereinstimmt, 
so ist die Function durch diese Bedingungen bestimmt, und es giebt nur 
eine solche Function. 



verschiedenen Abhandlungen PoieeonB angegeben: Journal de Tifecole polytechniqne, 
oah. 18, pa^. 422 (1815) ; cah. 19, pag. 150, 155, 433 (1823). M^moires de I' Aoadd- 
mie des Sciences , annee 1823, pag. 575. Additions ä la Connaissance des Tems 

Jour rannte 1829, pag. 329; pour Fannie 1831, pag. 49. Philosophical Magazine, 
aly 1827. Theorie mathömatique de la chaleur, Paris 1835, chap. VII et YUL 
Man wird auch in dem Beweise, der in §. 5 unter b. enthalten ist, die Grund- 
gedanken des PotMonschen Beweises leicht wiedererkennen. 

Der in §• 3 und in §. 4 enthaltene Beweis beruht im Wesentlichen darauf, dass 
zunächst eine Formel, welche partielle Ableitungen der Function u nicht mehr ent- 
hält, unter Voraussetzung der Bedingungen II hergeleitet und hierauf ein Grenzfiber- 
Sang ausgeführt wird, welcher gestattet, an die Stelle der Bedingungen 11 die Be- 
ingungen I treten zu lassen. Zu demselben Ziele fährt auch folgende Anordnung 
des Beweises, welche dem entsprechenden Greenschen Beweise und der von Riemann 
und anderen Mathematikern in Vorlesungen und Abhandlungen gegebenen Darstellung 
dieses Beweises vielleicht noch etwas näher steht. 

Durch Anwendung der Schlüsse des §. 3 auf die Fläche eines Kreises mit dem 
Radius Ä, für welche eine Function u den Bedingungen I genügt, ergiebt sich: 

(I.) 27i.u(p)=fu ^ ds =f^\(R, cp) dtp. 



Es werde nun um den Punkt ztsQ als Mittelpunkt mit dem Radius R. (fi^ <:R) 
ein Kreis beschrieben und ebenso um den Punkt z^^r.e^ Cd<:r<cRy) als Mittelpunkt 

ein Kreis mit dem Radius R^ (R^<:R^ — r). Man setze —^^=z*^ und bezeichne die 

Abstände irgend eines Punktes z von den Punkten z^ und af^^ beziehlich mit q und ^: 
man setze ferner u' = log(» — log(/ und wende auf das von den Kreisen r=/2« und 
Q^R^ begrenzte Ringgebiet den Satz §. 2, a an, so ergiebt sich durch Scblfisse, 
welche den im Text angegebenen ganz analog sind 

Hieraus folgt mit Benutzung der Gleichung (L) beim Uebergange von /{| in ü 
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§.5. 

Im Vorhergehenden ist gezeigt worden, dass jede Function w, welche 
für eine Bjpeisfläche S den Bedingungen I genügt, durch diejenigen Werthe 
eindeutig bestimmt ist, welche dieselbe auf dem Rande von S anninmit. 
Es entsteht nun die Frage, ob für eine solche Function u die Reihe der 
Randwerthe u(l^(p)=f((p) willkürlich vorgeschrieben werden kann? 

Diese Frage beantwortet folgender Lehrsatz: 

Wenn längs des Randes der Bjpeisfläche S eine für alle Werthe des 
reellen Argumentes (p endliche, stetige und eindeutige reelle Function /(y), 
welche bei Vermehrung des Argumentes um 27t periodisch in sich zurück- 
kehrt , sonst aber keiner weiteren Beschränkung unterliegt, willkürlich vor- 
geschrieben ist, so giebt es jedesmal eine (und nach dem Vorhergehenden 
nur eine einzige) Function u, welche für die Fläche S den Bedingungen I 
genügt und längs des Randes von S mit der gegebenen Function /(y) 
übereinstimmt 

Diese Function wird für alle Punkte z=r.€^'^ im Innern von S^ 
r<l, dargestellt durch das Integral 

^(^'</^)=^jf'V(v) l-2rcos7v^l-y)+r» ^^' 

Der Beweis dieses Satzes zerfällt in zwei Theile; in dem ersten 
Theile (a.) ist zu zeigen, dass die durch die vorstehende Gleichung definirte 
Function w(r, tp) für alle dem Innern von S angehörenden Punkte 
z=r.€^=x-\-yi in Beziehung auf die Variablen x und y partielle Ablei- 
tungen aller Ordnungen besitzt und der partiellen Differentialgleichung 
^u=0 genügt; in dem zweiten Theile (6) hingegen ist der Nachweis zu 
führen, dass die Function u(r, tp) auch in der Nähe des Wertiies r=l 
eine stetige Function ihrer Argumente ist und für r=l in die Fimction 
f((p) stetig übergeht. 

a. Die durch das Integral 

^(^' V)='^^"'f(?f') • l-2rcot7J^y)+r' ' ^"^ 

definirte Function u stimmt überein mit dem reellen Theile der durch die 
Gleichung 
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^«=ä/"/w?^:-'^ 



für alle Werthe von z^ deren absoluter Betrag r kleiner ist als 1, mit dem 
Charakter einer ganzen Function eindeutig definirten analytischen Functioik 
F{z) des complexen Argumentes z^=zr .e^^^s^x-^-yi. 

Daher besitzt die Function u fQr alle im Innern der Kreisfläche lie- 
genden Punkte z in Beziehung auf die unabhängigen Variablen a: und y par^ 
tieUe Ableitungen aUer Ordnungen und genügt in demselben ümfenge der 
Differentialgleichung A^=0. . 

6. Wegen der vorausgesetzten Periodicität der Function /(xp) kann 
man statt des Integrals 

das Integral 



—TT 



setzen, und da för alle Werthe von r, welche kleiner sind als 1, den Werth 
r=\ ausgeschlossen, das Integral 

2nJ 1— 2rco8i//+r* ^ 

den Werth 1 hat, so gilt in demselben Umfange die Gleichung 

Es ist nun zu zeigen, dass es möglich ist, für die Differenz 1 — r eine 
Grenze festzusetzen, so dass für alle Werthe von r, für welche die Diffe- 
renz 1 — r von Null verschieden ist und jene Grenze nicht überschreitet, 
und für alle Werthe von (p der Werth des Integrals in der vorstehenden 
Gleichung dem absoluten Betrage nach kleiner ist als eine beliebig kleine 
vorgeschriebene Grösse. 

Wegen der Periodicität der Function /(y) kann das Intervall von 
— n bis +7r, über welches sich die Integration erstreckt, wenn mit d eine 
kleine positive Grösse bezeichnet wird, durch die beiden Intervalle von 
d bis 271 — d und von — d bis +(? ersetzt werden. ' 

Während \p sich in dem Intervalle von d bis 2n — d befindet, ist 
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der unter dem Integralzeichen vorkommende Nenner stets grösser als 
2r(l — cos^). Die Differenz f((p'i'ip)—f((p) bleibt stets kleiner als 2g j 
wenn g den grössten Wertih des absoluten Betrages von /(qi) bezeichnet. 
Folglich ist der Beitrag, den dieses Intervall zu dem Werthe des Integrals 

liefert, numerisch kleiner als y./^_^g^ ' Wie klein man aber auch die 

Grrösse dj die immer von Null verschieden bleibt, in der Folge zu wflhlen 
£Ür gut finden wird, durch entsprechende Verkleinerung von 1— r kann 

man über die E^leinheit von ^^^_^^jn gebieten.*) 

Es bleibt noch das Integral 

ZU betrachten. 

Bezeichnet man mit b eine Grösse, welche der absolute Betrag der 

Differenz /(y+VO — '/(.v) ^" dem Intervalle — i^rp^S nicht überschrei- 
tet, so ist der Werth dieses Integrals numerisch kleiner als 



€ r\9 1— r» 



also auch kleiner als 



Inj 1— 2rco8V/+r«^^' 



2^*/ l-2roo8V+^^ ^' 



—n 



d. h. kleiner als c. 

Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Function /(y) lässt sich 
nun, wie klein auch die von Null verschiedene Grösse « angenommen wer- 

*) Noch engere Grenzen ergiebt folgende Schätzung. Das Integral 

ist dem absoluten Betrage nach kleiner als 

n /»»Ti-d 1— r* ..2a ^ /l— r . 1 .\ 

nj 1— 2rco8V+^* ^ ^\1+^ ^ 2 / 

also auch kleiner als 

4g l— r 

fi:(14-r)"T"' 
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den möge, stets eine von Null verschiedene Grösse d angeben, so dass fOr 
alle dem absoluten Betrage nach die Grösse c^ nicht fiberschreitenden Werthe 
Yon rp und zugleich f&r alle Werthe von (p der absolute Betrag der Diffe- 
renz /(y-f-v) — fW) kleiner ist als e; es verschwindet daher das angege- 
bene Integral für alle Werthe von (p gleichzeitig mit d. 

Hiermit ist der oben ausgesprochene Satz in allen seinen Theilen 
bewiesen. 

Ffir die Formulirung des hier mitgetheilten Beweises ist eine For- 
derung massgebend gewesen, welche im Januar d. J. von Herrn Heine 
brieflich mir gestellt wurde, im Wesentlichen des Inhalts: Wie klein auch 
eine von Null verschiedene Grösse b angenommen werden mag, es muas 
möglich sein, eine von Null verschiedene Grösse q anzugeben, so dass — 
för alle Werthe von r, fßr welche die Differenz 1 — r von Null verschie- 
den und kleiner als q ist, und ztAgleich für alle Werthe von y — der ab- 
solute Betrag der Differenz w(r, cp) — f{(p) kleiner ist als die Grösse e. 

Näheres Ober die Bedeutung dieser Forderung enth&lt eine Abhand- 
lung des Herrn Heine : „ üeber trigonometrische Reihen ^ *) , eine Abhand- 
lung, welche alle Mathematiker mit lebhafter Freude begrfissen werden. 

Ein analoges Verfahren führt zu einem strengen Beweise der ent- 
sprechenden Formel, durch welche die partielle Differentialgleichung 

ffir das Innere eines kugelförmigen Raumes integrirt wird, an dessen Ober- 
fläche die Function V vorgeschriebene Werthe annehmen soll. 

Hinsichtlich dieser Aufgabe möge auf zwei Schriften des Herrn C Neur 
mann verwiesen werden, deren Titel folgen: 

„Lösung des allgemeinen Problemes fiber den stationären Tempera- 
turzustand einer homogenen Eugel.^ Halle, bei H. W. Schmidt, 1861. 

„Allgemeine Lösung des Problemes fiber den stationären Tempera- 
turzQstand eines homogenen Körpers, welcher von irgend zwei nichtcon- 
oentrischen Eugelflächen begrenzt wird.^ Halle, bei H. W. Schmidt, 1862. 



*) Dieses Jonnud, Bd. 71, S. 353. 



\ 
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§.6. 

Die analytische Function F(z) ist im Vorhergehenden durch ein be- 
stimmtes Integral dargestellt worden. Aus demselben ergiebt sich eine 
zweite Darstellung der Function F(z) durch eine für alle Werthe von z, 
deren absoluter Betrag kleiner ist als I, unbedingt con vergirende , nach 
Potenzen von z mit ganzen positiven Exponenten fortschreitende Reihe 

^'•'•^ (mssl, 2, ... ob) '•' ^ 



—71 —n 



Die Function u(r^ (p) ist der reelle Theil der Function i^(^); man erhält 
daher aus der vorstehenden Gleichung die Entwicklung 



u(r,(p) = ^f y(rp)dtp 



—n 



-}- JS ( — f /(«//) COS mi//rfi/;. COS my 4"^ — f f(tp)smmipdtiJ.BiDm(p\.T^. 



* ^ —ft —TT 



Wird r gleich 1 gesetzt, so geht die rechte Seite der vorstehenden Glei- 
chung in die Fouriersche Reihe fQr die Function /(y) über.*) 

Mitunter ist es nützlich, einen Werth zu kennen, welchen der ab- 
solute Betrag der Differenz u^r^fp) — w(0) als Function von r nicht über- 
schreiten kann, sobald die Werthe u(l^(p)=/((p) eine endliche Grösse g 
dem absoluten Betrage nach nicht überschreiten. 

Man erhält 



[tt(r, y)-tt(0)]<[ii' (^)-i?(0)]<2<^ . jf^; 
oder 



*) In seiner Schrift: „Das DirichletBche Princip" ist Herr C. Neumann von der 
Darstellung einer der Differentialgleichung At«=0 für die Fläche eines Kreises ge- 
nügenden Function durch das über den Rand der Kreisfläche zu erstreckende Pot^onscheln- 
tegral (s. §. 4 und die Anmerkung p. 226 wieder abgegangen und hat die Fouriersche Reihe 
asum Ausgange gewählt. Einen ähnlichen Gedankengang deutet Herr SehU^^ im 
72. Bande dieses Journals pag. 283 an. Dass diese Methode nur eine heuristische 
ist und einer vollständigen Deduction bedarf, ist der Kern der von Herrn Heine 
(d. Joum., Bd. 71, p. 361) und Herrn Prvm (d. Joum., Bd. 73, p. 840) segen dieselbe 
geltend gemachten Einwendungen. In welchem Sinne aber, muss man n'agen, ist die 
Behauptung Riemanns zu verstehen, welche derselbe am Schlüsse des §. 2 seiner 
Habilitationsschrift (^Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigono- 
metrische Reihe^) ausspricht? 
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2r cos 1//+ 



\u(r, (fi) — u(0)]<i— arc sin r.*) 
Mai 1870. 



Fortsetzung und Erweiterung der in den vorhergeiienden 
Paragraphen enthaltenen Untersuchungen. 

§.7. 

Die för die Fläche eines Kreises mit dem Radius 1 erhaltenen ün- 
tersuchungsergebnisse sind nach verschiedenen Richtungen einer Erweite- 
rung fähig. 

Es ist zunächst klar, dass die aufgestellten Formeln ftir die Fläche 
eines Kreises mit dem Radius B Gültigkeit erhalten, wenn in denselben 

-p an die Stelle von r gesetzt wird. (Hierbei besitzt R natürlich nicht 

mehr dieselbe Bedeutung wie in §. 4.) 

Hierdurch geht die in §. 4 und §. 5 angegebene Formel in die fol- 
gende über 



J_ /•^"//.N R^-r^ ' . 

2nJ^ ^' — 2Är cos (ip-q>)+r^ ^ 



mit der Bedingung 0^r<cRj und dem Zusätze u(R^(p)=f((p). 

Die Function /(y) des reellen Argumentes (p ist bisher den Bedin- 
gungen endlich, stetig, eindeutig und mit der Periode 27t periodisch zu 
sein unterworfen gewesen. Die angegebene Formel kann aber für das 
Innere der Kreisfläche eine bestimmte Bedetrtung haben, auch ohne dass 

*) Wenn insbesondere u(P) den Werth Null hat, so kann der absolute Betrag 

von w(r,9)) als Function von r betrachtet den Werth -^arctgr nicht überschreiten. 

Diese Bestimmung ergiebt zugleich die engste Grenze, welche unter den angegebenea 
Voraussetzungen zulässig ist. 

Journal for Mathematik Bd. LXXIY. Heft 8. 80 
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die Function f((p) für alle dem Intervall von bis 2n angehörenden Werthe 
von (p endlich, stetig und eindeutig erklärt ist, und zwar wird dieses stets 
und nur dann der Fall sein, wenn diese Function im Ätemannschen Sinne 
(§. 5 der Habilitationsschrift) durchgehends eine Integration gestattet. 

Die Untersuchung soll jedoch hier nicht in dieser Allgemeinheit ge- 
führt, sondern (ebenso wie in der Abhandlung des Herrn Pryrn) auf fol- 
genden Fall beschränkt werden. 

Die Function f((p) sei mit Ausnahme dei jenigen Werthe von (p, 
welche modulo 2n einem der m Werthe ^1,^1, ... (p,y ..•9'« — die 
sämmtlich kleiner als 27i und von einander verschieden angenommen wer- 
den können — congruent sind, för alle reellen Werthe von cp als eine 
endliche, stetige und eindeutige, bei Vermehrung des Argumentes um 2n 
periodisch sich wiederholende Function des reellen Argumentes <p erklärt; 
bei der Annäherung der Variablen (p an einen der ausgeschlossenen Werthe, 
z. B. an den Werth y,, nähere sich, sowohl wenn </) stetig wachsend, als 
auch, wenn ip stetig abnehmend dem Werthe (p^ sich nähert, der Werth 
der Function f((p) je einer bestimmten endlichen Grenze, welche nach dem 
Vorgange Dirichlets im ersten Falle mit /(^v— 0), im zweiten mit/(y>,-f~0) 
bezeichnet werden soll. 

Ist die Differenz /(t^.+O)— /(y,— 0), welche mit A^ bezeichnet wer- 
den möge, eine von Null verschiedene Grösse, so besitzt die Function /(y) 
für alle Werthe von (^, für welche (p^cpy (mod. 27r), ^t^et Werthe und er- 
fährt in denselben eine Stetigkeitsunterbrechung. Des Folgenden wegen soll 
jedoch der Fall nicht ausgeschlossen werden, dass A^ auch gleich Null sein 
kann, in welchem Falle der Werth (p^ und die ihm congruenten mit Rück- 
sicht auf die Stetigkeit der Function f((p) nicht zu den singulären ge- 
hören. 

Solche Unstetigkeiten , welche durch Abänderung des Werthes der 
Function in einem Punkte aufgehoben werden können, sogenannte hebbare 
Unstetigkeiten, sollen der Kürze wegen hier und im Folgenden von der 
Betrachtung ausgeschlossen werden. 

Dieselbe Unstetigkeit, welche die Function /(y) in den Punkten 
besitzt, für welche (p^(p, (mod. 27i), zeigt die Function 



Ti. 
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vorausgesetzt dass A^ von Null verschieden iat, und dass der Variablen ^>^ 
auf der rechten Seite der vorstehenden Gleichung stets der dem Intervalle 
<Pp ... {fy-^-^in angehörende Werth beigelegt werde, weicher jnodulo in 
dem Werthe der Variablen y congruent ist. 

Hier und im Folgenden, mit Ausnahme einer Stelle in §. 9, bedeutet 

die Function arcus tangens den zwischen — y und + y liegenden eindeutig 

bestimmten Bogen, dessen Tangente den vorgeschriebenen Werth hat. 
Wird nun die Diflferenz 

gebildet und mit /o(^) bezeichnet, so ist durch diese Festsetzung die 
Function /o(y) für alle Werthe von (f mit Ausnahme der den Werthen (p^ 
congruenten als eine endliche, stetige und eindeutige Function ihres Argu- 
mentes erklärt und zwar besteht für alle Werthe von v die Gleichung 

/o(?'.-0)=/o((/).+0)- 

Wird daher für diejenigen Werthe von rp, auf welche die Erklärung 
der Function /o(y) sich nicht erstreckt, die ergänzende Bestimmung ge- 
troffen, es solle, wenn ip^tp^ (mod. .2/r), der Werth der Function durch 
die Gleichung /o(<p^)=/o(yw — 0)=/o(<p^+0) bestimmt werden, so genügt 
die durch diese erweiterte Definition für alle reellen Werthe von y ein- 
deutig erklärte Function /o(y) in voller Strenge den in §. 5 angegebenen 
Bedingungen. 

Es werde nun angenommen, für alle Punkte der Fläche S des mit 
dem Radius 1 um den Nullpunkt beschriebenen Kreises, mit Ausnahme 
einer endlichen Anzahl von Punkten des Randes, nämlich der Punkte 
z^=e*'*'''j sei eine reelle Function u der beiden reellen Argumente x und y 
so erklärt, dass dieselbe für diese Fläche S mit Ausnahme der angegebe- 
nen Punkte des Randes den in §. 1 angegebenen Bedingungen I genüge 
und längs des Randes mit Ausnahme der Punkte z^ mit der Function /(y) 
übereinstimme. 

Dies ist aber so zu verstehen: man denke sich für jeden der sin- 
gulären Punkte ein Gebiet construirt, welches denselben ganz in seinem 
Innern enthält, und dessen Begrenzung eine beliebige Gestalt haben darf; 
am ein&chsten ist es, jeden der singulären Punkte als Mittelpunkt einer 
'Kreisfläche mit dem Radius (i zu betrachten, wo >q eine veränderliche 

30* 
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erklärt ist, genügt dieselbe fQr die Fläche jS den Bedingungen I und hat 
auf dem Rande von jS fiberall, wo sie erklärt ist, den Werth Null. B« 
steht daher frei, den Werth von u für den Punkt j^= — 1 durch eine be- 
sondere Definition zu fixiren, und zwar möge t^(l,7i)==0 gesetzt werden. 
Dann ist 

für jeden Werth von r und ip gleich Null und stimmt also mit der vorher 
erklärten Function nicht überein. Unter den angegebenen Festsetzungen 
ist demnach ein Grenzübergang aus dem über die Peripherie des Kreises 
mit dem Radius R zu erstreckenden Integrale in das über den Rand von 
S zu erstreckende Integral nicht gestattet. Der Grrund hiervon liegt in dem 
Umstände, dass in diesem Falle der Werth von w(r, (f) bei der Annäherung 
des Punktes z=r.e*''' an den Punkt z= — 1 unendlich gross oder näher 
bestimmt, unendlich gross erster Ordnung werden kann. 

Bei Anwendung des von Herrn Prym gewählten Systems von Po- 
larcoordinaten (^, i mit dem Pole z^=- — 1 ergiebt sich: 



z=^ — 1-j-ip.e 



-u 



imd 



^-^' —31 /lllf\ —SR / 2 \ ._ 28inT 



Anders verhält es sich in dem folgenden Falle. Es werde gesetzt 
u\r, <y)=arctg ^ = arctg ,r^ = 91 JogClHhf) n _ 

Das System der Linien, längs welcher u* constante Werthe hat, ist 
ein geradliniges Strahlbüschel, dessen Mittelpunkt im Punkte z^=^ — 1 liegt. 
Auch in diesem Falle ist die Function w* für den Punkt 4?= — 1 nicht er- 
klart. Von dem vorhergehenden unterscheidet sich aber der gegenwärtige 
Fall wesentlich dadurch, dass die Function u* bei der Annäherung an den 
singulären Punkt endlich bleibt; denn, ein wie kleines den Punkt z= — 1 
enthaltendes Gebiet man auch aus der Fläche S ausscheiden mag, für das 
übrig bleibende Gebiet genügt die Function u* den Bedingungen I (sogar 
den engeren Bedingungen 11), und der absolute Betrag von w* überschrei- 
tet nirgends den Werth ■^. 

Im Folgenden soll nun gezeigt werden, dass für die Function u* 
der erwähnte Grenzübergang mit vc^er Strenge gestattet ist. Um jedoch 
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dem Beweise gleich eine etwas allgemeinere Fassung zu geben, möge die 
Grösse, welche der absolute Betrag von w* nirgends überschreitet, mit g 
bezeichnet werden. 

Es gilt, wenn R dieselbe Bedeutung hat, wie vorher, fftr alle 
Werthe von r, welche kleiner als R sind, und für alle Werthe von q> die 
Gleichung 

^(r,y)=27c/ ^(^^y') Rf^2Rrcos(iip^<p)+r^ ^^' 

Bei dem üebergange von R in den Werth 1 hört die Stetigkeit der Func- 
tion w*(Ä, ip) bei dem Werthe ip=7i auf. Man ersetze daher, diese ün- 
stetigkeitsstelle durch das Intervall tt — J ... 7i-\-cy ausschliessend , wo d 
eine positive Grösse bezeichnet, das Intervall von bis 2n durch zwei 
andere Intervalle, nämlich durch das Intervall von — 7i + <^ bis n — c? und 
das Intervall von n — (f bis ti + J, welche Ersetzung wegen der Periodicä- 
tät der Function u*(Ry ip) als Function von ip gestattet ist. 

Das dem ersten Intervalle entsprechende Integral ist zufolge der 
Voraussetzung sicher eine stetige Function von R und zwar einschliesslich 
fttr den Werth jS=1. 

Man kann daher das dem ersten Intervalle entsprechende Integral 
der Summe 

gleichsetzen, und zwar bedeutet in dieser Gleichung ii eine Grösse von der 
Eigenschaft , dass nach vorausgegangener Annahme von (f durch die Fest- 
setzung, die Differenz 1 — jB dürfe eine gewisse Grenze (i nicht überschrei- 
ten, über die Kleinheit des absoluten Betrages von fi verfügt werden kann. 
Da nun die Function t^* zufolge der Voraussetzung an keiner Stelle 
die Grösse g dem absoluten Betrage nach überschreitet, so kann man 
setzen 

i^/"" V (1, vO i_2rco8Ö^ly)4-r' '^V' = 



— n 



wobei fOr u*(l,n) und u*(l,—n) die Werthe u*(l,;i — 0) und 
u*(l , — Ti-j-O) einzusetzen sind (die Bezeichnung erläutert die Art des 
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Grenzüberganges), und wobei «t ^^^ absoluten Betrage nach kleiner als 



2£ 



• d ist. 



Der Werth des dem zweiten Intervalle entsprechenden Integrales ist 

dem absoluten Betrage nach kleiner als g . ttz^ • ^ und möge bezeichnet 

werden mit *,. 

Hieraus ergiebt sich die Gleichung 



— Ä 



Da nun Ober die Kleinheit des absoluten Betrages von e^ und von 
e^y also auch von et-i-^z durch gehörig kleine Wahl von J, und nach ge- 
troffener Wahl von d durch gehörig kleine Wahl von (j , beziehungsweise 1 — R, 
über die Kleinheit des absoluten Betrages von «i verfügt werden kann, und 
da überdies der Werth der Differenz auf der linken Seite der vorstehenden 
Gleichung von der Wahl der Grössen ^ und R überhaupt unabhängig ist» 
so folgt, dass jene Differenz den Werth Null hat. Dieses sollte bevdesen 
werden. 

Dem vorstehenden Beweise ist gleich eine solche Fassung gegeben 
worden , dass derselbe ohne Schwierigkeit auf den Fall ausgedehnt werden 
kann, in welchem eine Function u* für die Fläche S eines Kreises mit dem 
Radius B mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von Punkten des Randes 
(jff^sssÄ.e*^", y=l, 2, ... m) so erklärt ist, dass dieselbe ftlr alle übrigen 
Punkte den Bedingungen I genügt, wenn ausserdem bekannt ist, dass der 
Werth von u* bei der Annäherung des Punktes z an einen der singulären 
Punkte des Randes stets endlich bleibt, d. h. eine bestimmte endliche von 
dem Grade jener Annäherung unabhängige Grösse ff dem absoluten Betrage 
nach niemals überschreitet. 

Die hieraus sich ergebenden Schlüsse sind den in den beiden letz- 
ten Absätzen des §. 4 gezogenen völlig analog. Die Function u* ist also 
durch die angegebenen Bedingungen eindeutig bestimmt« 

Dieser Beweis unterscheidet sich in mehrÜEicher Beziehung von dem 
Beweise, den Herr Prym in dem §. 5 seiner oben erwähnten Abhandlung 
gegeben hat, insbesondere dadurch, dass über die Art der ünstetigkeit der 
Function u\ beziehungsweise deren Vieldeutigkeit bei der Annäherung des 
Punktes z an einen singul&ren Punkt des Randes keinerlei andere YoraucK 



240 SehwarZj zur Integration der partieüen Differentialgleichung Am=sO. 

Setzung gemacht wird als die, dass die Function v!^ im erklärten Sinne 
bei der Annäherung an die singulären Punkte endlich bleibe. 

Auch Herr C. Neumann macht (Berichte d. K. Sachs. Ges. d. W. 
1870, p. 278 und 279) eine solche specielle Voraussetzung. 

Jede solche im Voraus gemachte specielle Annahme Aber die Art 
des Verhaltens einer Function u bei der Annäherung an einen singulären 
Punkt unterliegt jedoch, wenn dieselbe mehr enthält als die unerlässliche 
Forderung, dass die Function bei der Annäherung endlich bleibe, wie mir 
scheint, nicht unerheblichen Bedenken. Sobald nämlich nur die Endlich- 
keit der Function u in der Nähe des singulären Punktes gewiss ist, zeigt 
sich, dass die gesuchte Function u durch diese und die übrigen Bedingun- 
gen bereits bestimmt ist, so dass sich also eine vorhergehende speciellere 
Annahme als unnöthig erweist. Ueberhaupt scheint mir das Verhalten 
einer Function u in der Nähe eines solchen Punktes, wenn deren Endlich- 
keit in der Umgebung desselben vorausgesetzt wird, Gegenstand der ünr 
tersitchung^ nicht aber Gegenstand der vorhergehenden freien Verßigung 
zu sein, da jede andere specielle Annahme, als diejenige, die die Herren 
C. Neumann und Prym gemacht haben, zur Folge haben würde, dass 
keine Function existirt^ welche den gestellten Bedingungen genügt. 

Dass aber andererseits die Annahme , welche Herr C. Neumann ge- 
macht hat, nicht allgemein genug ist, zeigt sich, sobald die Begrenzung 
des Bereiches T Spitzen enthält, denn fßr diese reicht die Annahme des 
Herrn C. Neumann nicht mehr aus, es müsste vielmehr an die Stelle der- 
selben eine Annahme treten, welche mit dem von mir in dem Monats- 
berichte der Berliner Akademie vom October 1870, p. 777 ausgesproche- 
nen Lehrsatze sich in Einklang befindet. — 

Durch den vorhergehenden Beweis ist speciell auch die Richtigkeit 
der Gleichung 

—n 

für alle Werthe von r, welche kleiner als 1 sind, bewiesen, eine Gleichung, 
welche übrigens leicht auch auf anderem Wege veimittelst Reihenent- 
wickelungen erhalten werden kann. 

Wird nun in dieser Gleichung die Variable (p mit n — (9 — (p^ ver- 
tauscht und die Function, in welche der Ausdruck auf der linken Seite 
luerdurch übergeht, mir ti* bezeichnet, so ergiebt sich 
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• \ .. r sin (jp-^fp^ ) 1^ f'^^ L 1— r> ^ 

u, _ arc tg j_^ ^^^ ^^_^ ,j — 2^y g ^' ' l-2rco8(V'-^+9-9>.)+r* ''^ 

eine Gleichung, von welcher im folgenden Paragraphen Gebrauch gemacht 
werden wird. 



§.8. 

Es handelt sich nun darum, analog der in §. 5 durchgeführten Un- 
tersuchung den Existenzbeweis zu fahren, und das Verhalten des die ge- 
suchte Function darstellenden Integrals in der Nähe der singulären Punkte 
z,=e^*» zu untersuchen, in welchen entweder die Reihe der vorgeschrie- 
benen Randwerthe eine Stetigkeitsunterbrechung erfährt, oder die Stetigkeit 
der Function u* ungewiss ist. 

Die Untersuchung lässt sich leicht auf den in §. 5 betrachteten Fall 
znrfickfbhren. Unter Beibehaltung der übrigen in §. 7 erklärten Bezeich- 
nungen möge die Function w*(r, (f) für alle Werthe von r, welche kleiner 
als 1 sind, durch die Gleichung 

und für r=l durch die Gleichung w*(lj y)=/(y)i soweit diese nämlich 
einen bestimmten Sinn hat, erklärt sein. 

Für jeden ganz im Innern von S liegenden Bereich genügt diese 
Function (vergl. den Beweis in §. 5 unter a.) den Bedingungen EL, es han- 
delt sich also nur darum, das Verhalten der Function für limr=l zu un- 
tersuchen. 

Zu diesem Zwecke werde an die Stelle von /((//) die Summe 

/0.^)=/o(v) + ^^^.arctg(^^^^)) (v=l, 2, ...m) 

(s. den vorhergehenden Paragraphen) gesetzt; hierdurch geht der Ausdruck 
för u*(r,(p) in eine Summe von m+1 ebenso gebildeten Integralen über. 
Bezeichnet man nun das dem ersten Gliede fo(ip) entsprechende Integral, 
welches sich ganz im Falle des in §. 5 betrachteten befindet, mit Wü(r, y) 

Joariial fdr Mathematik Bd. LXXIV. Heft 3. 3X 
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oder mit u^^ die übrigen dagegen zufolge der letzten Gleichung in §• 7, 80 

ergiebt sich 

1 « 

w*=u^,-| — sA^.u^ (^=15 2, ..• m). 

Durch diese DarsteUung ist die Stetigkeit der analytisch dargestell- 
ten Function u* längs des Randes mit Ausnahme der Umgebung der sin- 
gulären Punkte z,=ie*'^^ bewiesen und gleichzeitig die Art des Verhaltens 
dieser Function in der Umgebung dieser Punkte charakterisirt. In der Um- 
gebung eines singulären Punktes z,=e^'^^ unterscheidet sich nämlich die 

Function w* von der Function —A^.u* nur durch eine in diesem Punkte 

n 

vollkommen stetige Function. 

Hiermit ist also die Existenz einer den angegebenen Bedingungen 
genügenden Function dargethan, und zwar hat sich hierbei ergeben, dass 
die besondere Art ihres Verhaltens in der Nähe der singulären Punkte in 
dem betrachteten Falle eine Folge der übrigen Eigenschaften ist. 

Die dargestellte Function genügt also für das Gebiet, für welches 
sie erklärt ist, mit Ausnahme derjenigen singulären Punkte z,,=^e^^^ des 
Randes, für welche das entsprechende A^ von Null verschieden ist, im an- 
gegebenen Sinne den Bedingungen I, stimmt für alle Punkte des Randes 
mit Ausnahme der erwähnten singulären mit der gegebenen Function /(y) 
überein und bleibt zugleich bei der Annäherung an jene singulären Punkte 
endlich. 

Der hier mitgeth eilte Beweis, der übrigens ebensowenig wie der im 
vorhergehenden Paragraphen vorgetragene darauf Anspruch macht, neue 
Gedanken zu enthalten, scheint mir etwas einfacher zu sein als derjenige, 
dessen Herr Prym in seiner mehrfach erwähnten Abhandlung sich be- 
dient hat. 

Wird nun die Voraussetzung gemacht, dass A^ für einen speciellen 
Werth von v gleich Null sei, so liegt in dem Vorhergehenden bereits 
zugleich der Beweis daför, dass die einzige, den übrigen Bedingungen ge- 
nügende Function in der Umgebung des Punktes z^ ebenfalls stetig ist, 
während bei der Herleitung (s. §. 7) die Stetigkeit in diesem Punkte un- 
gewiss gelassen und nur festgesetzt war, dass die Function in der Umge- 
bung dieses Punktes endlich bleiben solle.*) 

*) Es kann erwähnt werden, dass dieser Satz sich folgendermassen verallgemei- 
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Es ^t aach hier die Bemerkung^ dass, wenn an die Stelle der. 
Kreisfläche mit dem Badius 1 eine solche tritt, deren Badius B ist, 

dann in der aufgestellten Formel -^ an die Stelle von r zu setzen ist. 

Bezeichnet nun g die obere^ k die untere Grenze aller derjenigen 
Werthe, welche die Function /(y) annehmen kann, von der vorausgesetzt 
werden mOge, dass sie nicht constant sei, so ist von den Differenzen 

/(fP) — 9 ^^^ /(y) — ^ ^^^ ^^*^ ^^ positiv, die zweite nie negativ. Hier- 
aus folgt, dass von den beiden Differenzen u(r^(p) — g und u{r^(py — Ä, 
wenn r<;l ist, die erste nur negative, die zweite nur positive Werthe an- 
nehmen kann, da diese Differenzen beziehlich mit den Integralen 

^/'"(/ (V^) -5^ ) 1 - 2r cos O^'^-y) + r- " "^^ 

und 

^/'"(/ ( V^) - * ) rr 2rcol("tCy) + r- ' ^^ 
übereinstimmen . 

Es liegt daher der Werth von u für einen mneren Punkt von S 
stets zwischen g und A, d. h. dem Werthe der oberen und unteren Grenze 
aller derjenigen Werthe, welche diese Function längs des Randes von & 
annehmen kann. 



§.9. 
Den Inhalt dieses und des folgenden Paragraphen entnehme ich 



nern lasst: Wenn far irgeod einen von einer endlichen Anzahl analytischer Linien 
begrenzten Bereich T mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von Punkten im Innern 
oder anf dem Rande eine Function u so erklärt ist, dass dieselbe 

1. für den Bereich T mit Ausnahme jener Punkte, für welche es ungewiss oder 
noch unentschieden ist, im angegebenen Sinne den Bedingungen I genügt, 

2. bei der Annäherung an jene Punkte endlich bleibt, 
während 

3. hebbare Unstetigkeiton ausgeschlossen bleiben, 

so ist diese Function eo ipso auch für alle inneren Punkte und für diejenigen Punkte 
des Randes stetig , in welchen die Reihe der Randwerthe eine Stetigkeitsunterbrechung 
nicht erfahrt. 

Auf den strengen Beweis dieses Satzes kann ich jedoch, soweit sich derselbe auf 
solche singulären Punkte bezieht, die am Rande liegen, in dieser Mittheilung nicht ein- 
gehen, da derselbe mich hier zu weit vom nächsten Zwecke entfernen würde, und 
ich muss mich daher damit begnügen , hinsichtlich dieses Beweises einstweilen auf die 
in dem Monatsberichte der Berliner Akademie vom October 1870, pag. 775 — 777 ge- 
gebenen Andeutungen zu verweisen. 

81* 
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einer Abhandlung über die Integration der partiellen Differentialgleichung 
^t^=0, welche ich im November 1869 Herrn Kronecker und Herrn Weier* 
strass mitgetheilt habe. Der zunächst befolgte Gedankengang ist dem- 
jenigen, welchen Riemann im 54. Bande dieses Journals auf p. 101 und 
102 (p. 1 und 2 des Separatabdruckes) entwickelt hat, und der, wie be- 
kannt, in der Theorie der analytischen Functionen häufig zur Anwendung 
gelangt, vollkommen entsprechend. Es freut mich, constatiren zu können, 
dass ich mich in diesem Theile der Untersuchung hinsichtlich der Methode 
der Beweisführung mit Herrn C. Neumann ganz in Uebereinstimmung be- 
finde. Man vergl. Mathematische Annalen von Clebsch und Neumann^ 
Bd. 3, p. 338—339 (October 1870) und Monatsbericht der Berliner Akade- 
mie vom October 1870, p. 770—771. — 

Unter den Bedingungen I sei für den Bereich T eine Function u de- 
finirt; im Innern von T denke man sich einen Kreis, dessen Mittelpunkt 
die Coordinaten x^ und y^ haben möge, dessen Radius gleich R ist und 
dessen ganze Fläche dem Innern von T angehört. 

Für die Fläche dieses Kreises ist die Function u mit den Bedin- 
gungen U erklärt, es ist also nach dem Vorhergehenden die Existenz 
höherer Ableitungen von u für alle inneren Punkte x^^ y^ des Gebietes T, 
sowie die Entwickelbarkeit des Werthes von u für die dem Punkte :e^, y^ 
benachbarten Punkte j:, y nach Potenzen von x — a^o ui^d y — y^ beziehungs- 
weise nach Producten aus Potenzen von r=l/(x— a:o)* +(y— y^,)« und den 

Sinus und Cosinus der gleichnamigen Vielfachen von y=arc tg ^~^^ 

eine nothwendige Folge der Voraussetzungen I. 

Die Zahlencoefficienten der einzelnen Glieder des Functionenelemen- 
tes w(r, (^), welches die Werthe von u für alle in der Umgebung des Punktes 
a?0 9 yo liegenden Punkte darstellt, sind unabhängig von der Grösse des 
Radius R desjenigen Kreises, welcher zur Bestimmung dieses Functionen- 
dementes gewählt wird; denn zwei Functionenelemente, hergeleitet mittelst 
zweier Kreise, welche die Radien R und R! haben, wo R>R^ müssen 
für alle Werthe von r<cR mit einander übereinstimmen und hieraus folgt 
die Gleichheit aller entsprechenden Glieder beider Elemente. Es haben 
daher auch beide Elemente denselben Bereich der Convergenz. 

Daher convergirt die nach Potenzen von r fortschreitende Reihe, 
durch welche ein solches Functionenelement dargestellt wird, sicher, wenn 
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r kleiner ist als der kürzeste Abstand des Punktes x^^ y^ von der Be- 
grenzung des Bereiches T, beziehlich vom nächsten Punkte, für welchen 
die gestellten Bedingungen zu gelten aufhören. 

Hieraus wird gefolgert: Wenn zwei Functionen u^ und t^, welche 
für zwei Bereiche 7\ und T^, die ein einfach zusammenhängendes Gebiet 
T* von zwei Dimensionen gemeinsam haben , den Bedingungen I genügen, 
in einem noch so kleinen Theile dieses gemeinsamen Gebietes mit einander 
übereinstimmen, so stimmen sie fClr alle Punkte desselben mit einander 
überein, lassen sich unter Beibehaltung der Bedingungen I beide simultan 
gleich weit analytisch fortsetzen und stinmien längs jeder solchen Fort- 
setzung mit einander überein. 

Um diesen Schluss machen zu kOnnen,.ist nach dem Vorhergehen- 
den nur nöthig zu wissen, die beiden Functionen stimmen auf der Pe^ 
ripherie eines Kreises mit einander überein ^ für dessen Fläche beide mit 
den Bedingungen I erklärt sind. 

Wenn daher eine Function u im Innern von T in einem noch so 
kleinen Bereiche von zwei Dimensionen oder auf der Peripherie eines B^ei- 
ses mit beliebig kleinem Radius, dessen Inneres ganz im Innern von T 
liegt, fllr welches Gebiet die Function u den Bedingungen I genügt, corir 
stant ist, so ist diese Function, soweit sie unter Aufrechterhaltung der Be^ 
dingungen I fortgesetzt wird, constant. 

• 

§. 10. 

Der Werth w(0) von u für den Mittelpunkt eines Kreises, für dessen 
Fläche u mit den Bedingungen I erklärt ist, ist gleich dem über die Pe- 
ripherie des Kreises zu erstreckenden Integrale 

also gleich dem arithmetischen Mittel aus allen den Werthen, welche u 
auf der Peripheriie des Kreises annimmt. Wenn nun u nicht überhaupt 
constant ist, so muss es unter den Werthen von u auf der Peripherie des 
Sjreises sowohl solche geben, welche grösser sind als der Werth w(0), als 
auch solche, die kleiner sind, und zwar gilt dieser Schluss, wie klein auch 
der Radius des Kreises sein möge. 

Hieraus folgt, wenn u nicht constant ist, so giebt es fOr jeden inne- 
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ren Punkt von T solche benachbarten Punkte, für welche w einen grösseren, 
und solche, für welche u euien kleineren Werth besitzt als für den erst- 
betrachteten Punkt. - 

Es kann also u für keinen inneren Punkt des Gebietes ein Maximum 
oder Minimum sein. (Vergl. Riemanns Inauguraldissertation, Art. 11. IQ.) 

Nun ist nach den Voraussetzungen I der Werth von u endlich, ste- 
tig und eindeutig erklärt für alle Punkte von T, einschliesslich der Be- 
grenzung. Folglich giebt es för diese Werthe eine obere Grenze g. 

Nach einer Beweismethode, welche Herr Weierstrass in seinen Vor- 
lesungen über die Theorie der analytischen Functionen mitzutheilen pflegt^ 
lässt sich zeigen, dass es in der Ebene des Gebietes T mindestens einen 
Punkt sl von der Beschaffenheit giebt, dass, wenn ein beliebig kleines G^ 
biet, ein Theil von T, in der Umgebung desselben abgegrenzt wird, die 
obere Grenze aller derjenigen Werthe von i6, die zu Punkten dieses Ge- 
bietes gehören, ebenfalls nocAi g ist. 

Keiner dieser Punkte kann im Innern von T liegen, denn erstens 
würde in einem solchen Punkte wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von 
u die obere Grenze g wirklich erreicht^ zweitens müsste es dann — wenn 
u nicht überhaupt constant ist — in der Umgebung jenes Punktes nodi 
grössere Werthe von u geben, gegen die Voraussetzung, dass g die obere 
Grenze ist. 

Es liegen also alle jene Punkte s^ ausserhalb des Innern von T. 

Da die Begrenzung von T nach der Voraussetzung aus Stücken 
analytischer Linien besteht, welche in jedem Punkte den Charakter einer 
algebraischen Curve haben , und eine solche Linie jeden Punkt der Ebene, 
dem sie unendlich nahe kommt, wirklich erreicht, so liegt jeder der Punkte 
s! in der. Begrenzung von T und wegen der Stetigkeit von u wird die 
obere Grenze g in jedem dieser Punkte ^ wirklich erreicht. 

In analoger Weise wird gezeigt, dass die untere Grenze k aller 
Werthe von u mindestens in einem Punkte der Begrenzung, aber in kei- 
nem inneren Punkte von T wirkUch erreicht wird. 

Also liegen, wenn u nicht constant ist, alle Werthe, welche u für 
die inneren Punkte des Bereiches T unter den angegebenen Voraussetzun- 
gen I annehmen kann, zwischen dem grössten Werthe g und dem klein- 
sten Werthe k unter denjenigen Werthen , welche u auf der Begrenzung von 
T annimmt. 
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Hieraus folgt, dass eine Function Uy welche unter den Bedingun- 
gen I für einen Bereich T erklärt ist und för alle Punkte der Begren- 
zung den Werth Null hat, auch für alle inneren Punkte von T den WerA 
Null hat. 

Und: 

Wenn zwei Functionen u und u^ fÖr dasselbe Gebiet T den Bedin- 
gungen I genügen und fßr alle Punkte der Begrenzung des Gebietes 
mit einander übereinstimmen, so stimmen sie in ihren Werthen ganz mit 
einander überein. 

Wenn es daher eine Function u giebt, welche für einen gegebenen 
Bereich T den Bedingungen I genügt, und in jedem Punkte der Begren- 
zung einen vorgeschriebenen und längs derselben stetig sich ändernden 
Werth besitzt, so giebt es nur eine solche Function*) 



§.11. 

Wenn die Integration der partiellen Differentialgleichung Aw=0 
för die Fläche eines Kreises durchgeführt ist, hat es keine Schwierigkeit, 
die analogen Untersuchungen für den Fall eines von zwei concentrischen 
Kreisen begrenzten Ringgebietes denselben Anforderungen der Strenge ent- 
sprechend auszuführen. 

Es seien r=l und r=jB, wo Ä>1 sein möge, die Radien der 
das Ringgebiet begrenzenden concentrischen Kreise, und es seien die Grenz- 
bedingungen der Einfachheit wegen w(jB, y)=/(y), w(l,y)=0, aufwei- 
chen Fall bekanntlich der allgemeinere leicht zurückgeführt werden kann. 
Die Function f((p) habe dieselben Eigenschaften wie in §. 7. 

Für diesen Fall ergiebt sich nach den bekannten Methoden (vergl. 
die schon in §. 4 citirte Abhandlung des Herrn C. Neumann ^ dieses Jour- 
nal, Bd. 59.): 



*) Die in diesem Paragranhen enthaltenen Sätze lassen eine solche VenJlffemeine- 
nmg za, dass sie aach no(m den Fall rnnfiMsen, in welchem die Stetigkeit der 
Function u für eine endliche Anzahl von Punkten des Bereiches T entweder aufhört 
oder ungewiss ist, yoransffesetzt, dass die Function u bei der Ann&herung an diese 
Punkte endlich bleibt, und ohne dass es nöthig ist, über das Verhalten der Function 
u in der N&he der singulären Punkte eine specielle Voraussetzung zu machen. Man 
vergl. §. 8. 
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WO a^ and b^ durch die Gleichungen 

a^=^—J /(yi) sin mifß.dip, 6« = —J^ V(V^) cos wi^/ . rf^^ 

definirt sind« 

Diese Reihe ist für -p<Cr<Ci2 unbedingt und in gleichem Grade 



convei^ent, und die durch diese Reihe dargestellte Function genügt, als 
Function von x und y betrachtet, für das Innere des Bereiches, für wel- 
chen sie erklärt ist> der Differentialgleichung At^=0. Da die Kreislinie 
r=l im Innern des Convergenzgebietes liegt, so folgt die Stetigkeit der 
Function in der Nähe des Werthes r=l aus den bekannten Sätzen über 
die Stetigkeit von Potenzreihen im Innern ihres Convergenzbereiches. Für 
r=l ist in der That w(r,,/-)=0. 

Es bleibt also nur noch übrig zu beweisen, dass diese Function für 
limr=jß mit Ausnahme derjenigen Punkte, in denen die vorgeschriebenen 
Randwerthe eine Stetigkeitsunt^rbrechung erfahren, stetig in die Function 
/(y) ftbergeht. 

Zu diesem Zwecke subtrahire man von der Function i6(r, ^) die 
Function 

1 r" 

tii(r,ff)=-5- Ao+^S^jj^Ca, sin my+ 6, cos tny) (m=l, 2,... oo), 
welche (vorgl. §. 6) fi\r r</? mit 



übiMiniistimmt, und deren Stetigkeit aus dem Beweise in §. 8 in dem dort 
ungojjobonou Umfange folgt, so zeigt sich, dass der Convergenzbereich der 
PolouÄivilio, woloho mit Hinzunahme eines Gliedes, das dem Logarithmus 
von r umportiinial ist, die Differenz u — u^ darstellt, weiter ist als der- 
jonl^o Hoivirh* l^r welchen die in den Ausdrücken für u und ftkr u^ vor- 
koniuuMulon PoU>nzn^ihen gleichzeitig convergtren, da dieser Convergenz- 

luu'oirh »ioh v<«i ^=p" ''^^^ ^^ r=:R^ erstreckt (excl. der Grenzen). Da 

hiornaoli «lio Kivislinio r = Ä nicht mehr an der Grenze, . sondern inner- 
halh \\vH (\niYorgonzgohiotcs der Reihe für den Ausdruck 
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1 , logr 

liegt, so folgt hieraus die Stetigkeit dieser Function in der Umgebung von 
rÄsjR; überdies ei^ebt sich, dass die Function u — t^, für r=Ä den 
Werth NaU hat 

Es genügt daher die dargestellte Function den gestellten Bedingung 
gen. Dieselbe ist zugleich die einzige, welche diese Eigenschaft besitzt 
Die Richtigkeit dieser Behauptung ergiebt sich für den Fall, in welchem 
die Function u für alle Punkte des betrachteten Gebietes den Bedingun- 
gen I genügt, aus §. 10. 



§. 12. 

An die in den Paragraphen 9 und 11 enthaltenen Entwickelungen 
können nun leicht Betrachtungen angeschlossen werden, welche denjenigen, 
die in der Theorie der Functionen complexen Arguments mit dem Cauchy- 
sehen und dem iawrentechen Satze über die Entwickelbarkeit einer Func- 
tion in eine nach Potenzen der unabhängigen Variablen fortschreitende Reihe 
verbunden werden und für diese Theorie fundamentale Bedeutung haben, 
in vieler Beziehung analog sind. 

Wenn eine Function u für das Innere eines beliebig grossen um den 
Nullpunkt mit dem Radius R beschriebenen Kreises den Bedingungen I ge- 
mäss erklärt werden kann, so ist dieselbe für jeden beliebig grossen Be- 
reich durch eine für alle endlichen Werthe von x und y convergirende 
Reihe darstellbar. 

Wenn nun überdies bekannt ist, dass dabei der Werth von w, wie 
gross auch R sein möge, dem absoluten Betrage nach kleiner bleibt als 
eine endliche (von R unabhängige) Grösse g^ so ist u eine Oonstante. 

Wird nämlich der Grösse r ein bestimmter endlicher Werth beige- 
legt und ist R grösser als r, so ergiebt sich: 

Da nun sämmtliche Elemente dieses Integrals dem absoluten Betrage nach 
. Ueiner sind als g- ji_^ 'dip^ so ist der absoluteBetrag von ti(r, 9)) — 1*(0) 
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für alle Werthe von cp kleiner als 2y • p_y. ' Hieraus ergiebt sich, dass 

diese Differenz für unendlich grosse Werthe von R unendlich klein wird; 
da dieselbe jedoch von dem Werthe von R ganz unabhängig ist, so folgt» 
dass sie den Werth Null hat. Aus §. 9 folgt daher, dass die Function u 
unter den angegebenen Voraussetzungen überhaupt für alle Punkte der 
Ebene denselben constanten Werth u(Q) besitzt Dieser Satz ist als ein 
Fundamentalsatz zu betrachten und ist dem entsprechenden Satze in der 
Theorie der Functionen complexen Arguments analog, den bekanntlidi 
Herr Liouville zuerst für doppelt periodische Functionen ausgesprochen hat 
(Comptes rendus 1844, 2°' Semestre, pag. 1262.) 

Wenn hingegen unter übrigens unveränderten Voraussetzungen nur 
bekannt ist , dass das Product Ä"** . u (Ä, (f) für unendlich grosse Werthe 
von R endlich bleibt, wo fi eine positive Zahl und n die nächst grössere 
ganze Zahl bezeichnet, so ist in analoger Weise zu schliessen, dass die 
Reihe für die Function u(r^(f) nur n GHeder hat: 

w(^, y)=Y6o4--2'/'*"(a^sinmy + ^iBCosm(/>) (m=l, 2, ... n — 1), 

dass also in diesem Falle die Function u als Function von x und y be- 
trachtet eine ganze Function (n — 1)'*" Grades ist. 

Aus §. 11 folgt: Wenn eine Function u(r^(p) für ein von zwei 
concentrischen Ba^eisen mit den Radien r=R^ und r=^R^^ R^^R^ be- 
grenztes Ringgebiet T den Bedingungen I in §. 1 genügt und für ^e 
Punkte der Begrenzung z=Ri.e*'^ und z=R2*e^^ für jeden Werth von (p 
beziehlich mit den Functionen /i(y) und /«(r^) übereinstimmt, so ist diese 
Function durch diese Bedingungen bestimmt, und es giebt, wenn die Func- 
tionen fx{cp) nnd/2(</:) den in §. 5 für die Function f{(p) angegebenen Be- 
dingungen genügen, stets eine solche Function. 

Diese Function wird für alle Werthe von r, für welche Ri<r<Ri 
ist, analytisch dargestellt durch die Gleichung 

u(r,(f)= — Bo + B^,Aogr 

-h^{(A^r'^-\-A,^r-^)smm<p+(B^r^ + B^^r^)cosm<p\ (m=l, 2, ... op), 
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und zwar haben die in derselben vorkommenden Ooefficienten A und B 
die Werthe 



^0— log Ä, -log Ä, ' 



Bl 



Afn 






Ä 



m 



log Äi— log iß, 

Ar— Ar 






— m 



5 „= 



Qim^^i' — b^mR'i 



~-m 



AT»"— Ar» 



3 



wenn in diesen Ausdrücken 






u(Ri 



fsi 

JC( 



sm mt/; 
cos mip 




u(Rm^=fi(xp\ 



(m=0^ 1, ... oo) 



gesetzt wird. 

Die angegebene Reihe convergirt unbedingt, wenn Ä2<^<Äi ist. 
Es ist wichtig zu bemerken, dass eine Function u(r^(p) für denselben 
Bereich nur auf eine einzige Weise durch einen Ausdruck von der ange* 
gebenen Form dargestellt werden kann. Für jeden Werth von r, für den 
R^<:ir<iRi ist, ergeben sich nämlich, wenn der obige Ausdruck für w(r, y) 
zu Grunde gelegt wird, die Gleichungen 



y \(r, (p)d(p=(ßQ+Bl\ogr)n 



und 



^2rr ^ (sinm^)) ( 

•^ ^ '^ lcosm(/;j j 



B^r^ +B_^r-^ 



.71 



da unter den angegebenen Voraussetzungen die Integration an den einzel- 
nen Gliedern ausgeführt werden darf. Werden nun in diesen Gleichungen 
der Grösse r zwei von einander verschiedene Werthe Rl und R^ beigelegt, 
fllr welche Ä2<Äa<IÄi<;Äi ist, und werden die Ausdrücke, in welche 
axm und bu übergehen, wenn R\ an die Stelle von Ri gesetzt wird, be- 
ziehlich mit a\rn und Äj[m bezeichnet, wobei dem Index i wie vorhin der 
Werth 1 und der Werth 2 beizulegen ist, so ergeben sich hieraus die 
Werthe der Coefficieuten A und B eindeutig ausgedrückt durch die Grössen 

32» 
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«', &', £1 und Bi. Die so erbalteaen Ausdrücke haben dieselbe Form wie 
die oben angegebenen, in welche dieselben bei dem Gi'enzQbergange 

liraÄ;=Ä,,limÄi=Ä, 
übergehen. 

Hieraus wird analog wie in §. 9 geschlossen: Wenn die Function 
u, beziehungsweise deren analytische Fortsetzung nicht bloss fQr den 
Bereich 

sondern für einen noch weiteren Bereich 

der jenen ersten als Theil enthält, den Bedingungen I genügt, so conver- 
girt die gefundene Beihe, welche zur analytischen Darstellung der FunctioD 
u innerhalb des engeren Bereiches dient, auch noch für das Innere des 
weiteren Bereiches und die Summe derselben stimmt mit der Function w 
oder der analytischen Fortsetzung derselben auch in dem weiteren Be- 
reiche Hberein. 

Wenn daher eine Function u für das Innere einer Ereisflftche 8 
mit dem Radius i2, mit einziger Ausnahme von deren Mittelpunkt z=% 
für den es noch ungewiss ist, den Bedingungen I genügt, so ist diese 
Function darstellbar durch einen Ausdruck von der soeben angegebenen 
Form, und zwar convergirt die in demselben vorkommende Reihe filr alle 
Werthe von r, welche kleiner als Äi und von Null verschieden sind. 

Wenn nun von dem Verhalten der Function u in der Nähe des 
singul&ren Punktes z=0 weiter nichts bekannt ist, als dass dieselbe b« 
der Annäherung an denselben in dem in §. 7 angegebenen Sinne etuüick 
bleibt, so kann geschlossen werden, dass die Coefdcienten Bö, A_„, B^^ 
feinzeln den Werth Null haben, und zwar folgt dies aus dem BildungB- 
geeetze für diese Grössen, da bei dem Grenzübergange lim£,=0 die 
GtObkd a,„ und bj^ unter der angegebenen Voraussetzung endlich 
bleiben. 

Es ist di^er, wenn der Werth der Function u such für den Punkt 
z = durch den Werth der Reihe erklärt wird, die Function u unter den 
angegebenen Bedingungen auch in der Umgebung des Punktes z=0 stetig 
und genügt mit Einschluss dieses Punktes für die Fl&che S den Bedin- 
gungen 1. 

Man vei^. hiermit Riemanns Dissertation, Art. 12. 
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Tritt an die Stelle der Bedingung 

die Bedingung 

wo // eine positive Zi^I bedeutet, so folgt durch analoge Schlfisse, dass 
der Ausdruck för die Function u ausser anderen Gliedern jedenfalls nur 
eine endliche Anzahl solcher Glieder enthält, in denen r zu einer Po- 
tenz mit negativem Exponenten erhoben ist. 
Zürich, im September 1871.*) 

*^ Nach der Einsendang des Textes der obigen Mittheilong and der denselben 
begleitenden Anmerkungen an den Herrn Herausgeber dieses Journals ist eine Hit^ 
theilung des Herrn Chriatoffel: „Ueber die Integration ron partiellen Differentialglei* 
chungen^ veröffentlicht worden, welche in Nr. 18 der Nachrichten von der Eönigl. 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen vom 13. September 1871, pag. 435—458 
abgedruckt ist. 

In dem Inhalte dieser Mittheilung erbUcke ich eine Bestätigung für die Auffassung 
dass der früher übUche Nachweis der Stetigkeit der durch das Poiseonsche Inte^iS 
oder eine gleichgeltende Formel dargesteUten Function in der Nähe des Randes den 
Anforderungen der Strenfi;e nicht yoUkommen entspreche, welche in Folge der in 
Bd. 71 d. Joum. veröffentuchten Bemerkung des Herrn Heine ^ wie mir scheint, ge- 
stellt werden müssen. 

Femer dürfte bezügUch einer auf pag. 445 derselben Mittheilung enthaltenen Be- 
merkung: „EndUch gehört hierhin die Voraussetzung, dass v zweite Derivirten habe, 
was, wenn u-^-iv als Function von a^-^iy definirt wird, nicht gefordert ist und eine 
Folge aus weniger weit gehenden Bedingungen ist^ geltend zu machen sein, dass 
Riemann im Art. 12 seiner Inauguraldissertation die Ergebnisse der im Art 10 der- 
selben angestellten Untersuchung zunächst nicht auf die Bestandtheile u und iv der 
als Function des complexen Arguments «-{-iy definirten Function u+iv^ sondern auf 

den reellen Theil ü= / (udx — vdy) der aus jener durch Integration hervorgehenden 

Function /(u'^iv)(da-\'idy) anwendet, und dass für diesen die oben als Bedingun- 

fen I bezeichneten Voraussetzungen erfüllt sind. Als eine Folge des im Art 10 der 
aaugural-Dissertation bewiesenen Lehrsatzes ergiebt sich dann, dass auch die Func- 

tionen -^— = u^ -^ = — v für das Innere des betrachteten Gebietes partielle Ableitun- 

fen aller Ordnungen besitzen und der partieUen Differentialgleichung Au'=0 genügen, 
[ieraus scheint mir aber hervorzugehen, dass die beiden Voraussetzungen „es ist 

A t« == 0^ und „es ist ^ *dx — ^ .dy ein vollständiges Differential einer Function von 

X und y^ mit Rücksicht auf den vorUegenden Zweck vollkommen äquivalent sind. 
März 1872. 
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Ueber die algebraische Auflösbarkeit 

der Gleichungen, deren Coefficienten rationale 

Functionen einer Variablen sind. 



(Von Herrn ö. Frobenius.^ 



Üin grosser Theü der Untersuchungen über die Auflösbarkeit der 
algebraischen Gleichungen durch Wurzelgrössen beschäftigt sich nicht so- 
wohl mit der Werthbestimmung der einzelnen Wurzeln als mit der Er^ 
mittelung ihrer gegenseitigen Beziehungen. Dazu sind alle Betrachtungen 
zu rechnen, welche sich auf den Begriff der Irreductibilität und die Lehre 
von den Substitutionen stützen, während diejenigen davon auszuschliessen 
sind, welche von der Auflösungsmethode der Gleichungen mittelst der 
Lagrange^c^i<^ii Resolvente Gebrauch machen. Die bezeichneten algebnu- 
sehen Untersuchungen haben eine grosse Aehnlichkeit mit den analytischen 
Betrachtungen, bei denen die Grössen als nicht unabhängig von der Lage 
existirend angesehen werden, und diese Bemerkung legt den Gedanken 
nahe, jene abstracte Theorie möchte in dem besonderen Falle, wo die 
Coefflcienten der Gleichung rationale Functionen einer Variablen sind, an 
Fasslichkeit und Anschaulichkeit dadurch gewinnen, dass sie in das der 
Analysis so bequeme geometrische Gewand eingekleidet würde. Der Aus- 
führung des eben genannten Gedankens, auf den ich durch Betrachtungen 
über die durch algebraische Functionen integrirbaren linearen Difterential- 
gleichungen geführt wurde, sind die folgenden Zeilen gewidmet, die nicht 
neue Resultate bringen , sondern nur eine bekannte Lehre von einer neuen 
Seite beleuchten wollen. 

Je ausschliesslicher man bei diesen Untersuchungen auf die Orts- 
verhältnisse der betrachteten Grössen sein Augenmerk richtet, um so ge- 
ringer sind die Hülfsmittel, mit denen man zum Ziele gelangt. Eine Probe, 
wie weit man dabei von Massverhältnissen absehen, und mit wie wenigen 
Vorbereitungen man auskommen kann, ist in §. 1 gegeben, wo sofort zur 
Ermittelung der von Galois entdeckten Relation zwischen den Wurzeln der 
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auflösbaren Gleichungen von einem Primzahlgrade geschritten wird. Die 
folgenden Paragraphen enthalten fast nur die Zergliederung der im ersten 
angewandten Methode in ihre einzelnen Momente und die Uebersetzung der 
dort gebrauchten geometrischen Ausdrücke in die Sprache der Algebra und 
erfordern namentlich zur Erreichung des letzteren Zwecks die Kenntniss 
der in §. 3 entwickelten HOlfssätze aus der Analysis. 



§. 1. 

Unter einer durch Wurzelgrössen ausdrückbaren algebraischen Func- 
tion y der unbeschränkt Veränderlichen a?, deren Werthe wir uns durch 
die Punkte einer unbegrenzten Ebene repräsentirt denken, verstehen wir 
eine Grösse, die aus der Variablen und mehreren Constanten durch die in 
endlicher Anzahl angewandten Operationen der Addition, Subtraction, Mul- 
tiplication, Division und Ausziehung von Wurzeln mit Primzahlexponenten 
gebildet ist. Die Stellen, an denen die Function unendlich gross wird, oder 
zwei im Allgemeinen verschiedene Werthe derselben einander gleich werden, 
sollen singulare Stellen genannt und ein für alle Mal von dem Bereiche 
der Variablen ausgeschlossen werden. Wird dann für einen bestimmten 
Werth a von x über die Werthe der Wurzeln, welche zur Berechnung von 
y ausgezogen werden müssen, eine beliebige Festsetzung getroffen^ und 
wird femer eine stetige Aenderung der Function mit der Variablen postur 
lirt, so erhält die Function sammt allen in ihrem Ausdrucke vorkommen- 
den Wurzeln in jedem Punkte der Ebene einen Werth, der eindeutig de- 
finirt ist, wenn der Weg gegeben ist, auf dem die Variable von dem Anfangs- 
punkte a ausgehend zu jenem Punkte gelangt. Beschreibt also x von a 
aus eine geschlossene Strecke , so geht der Anfangswerth yo von y in einen 
ganz bestimmten anderen Werth dieser Function über, und die Anzahl der 
Werthe, welche y so für a;=a annehmen kann, ist, da alle in den Aus- 
druck von y eingehenden Wurzeln nur eine endliche Anzahl von Werthen 
haben, ebenfalls eine endliche. Zwischen diesen verschiedenen Werthen 
bestehen aber gewisse Beziehungen, die sich in einem besonderen Falle 
folgendermassen zusammenfassen lassen: 

Wenn die Anzahl der Werthe^ welche eine durch Wurzelgrossen 
ausdrUckbare algebraische Function einer Variablen an einer nicht singU^ 
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lären Stelle dadurch annimmt, dass die Veränderliche von diesem Punkte 
ausgehend alle möglichen durch keinen singuldren Funkt hindurchführen'- 
den geschlossenen Linien beschreibt^ eine Primzahl ist^ so bleiben auf allen 
Wegen, auf denen zwei dieser Werthe keine Aenderung erfahren ^ auch die 
übrigen sämmtlich ungedndert. 

Die in dem Ausdruck von y vorkommenden Wurzeln, deren Expo- 
nenten wir als Primzahlen voraussetzen dürfen, ordnen wir so, dass auf 
die ersten Plätze in einer beliebigen Reihenfolge diejenigen zu stehen kommen, 
welche aus rationalen Functionen von x gezogen sind , auf die nächsten die, 
deren Radicanden rationale Functionen der Variablen und einer oder meh- 
rerer aus rationalen Functionen von x gezogener Wurzeln sind, wieder in 
einer willkürlichen Aufeinanderfolge u. s. w. Wir beschränken dann die 
Veränderlichkeit des Punktes x in der Weise, dass wir ihn von a aus nur 
solche geschlossenen Linien beschreiben lassen, auf denen jene Wurzeln bis 

zu einer bestimmten R=^S^ hin keine Aenderung erleiden. In diesem 
Ausdrucke bedeutet p eine Primzahl und S eine rationale Function von x 
und einigen der vor R stehenden Wurzeln. Alsdann sind zwei Fälle mög- 
lich: Der Anfangswerth yo kann sich entweder immer noch in alle Werthe 
verwandeln, die er bei freier Bewegung der Veränderlichen zu erlangen 
vermochte, oder nur noch in eine gewisse Anzahl derselben. Nimmt R in 
der oben beschriebenen Reihe die letzte Stelle ein, so kehrt die Function 
auf allen geschlossenen Wegen zu ihrem Anfangswerthe zurück. Daher 
muss, wenn man der Reihe nach bei der ersten, zweiten, dritten Wurzd 
u. s. w. stehen bleibt, endlich einmal der zweite Fall eintreten. Ist R die- 
jenige Wurzel, bei welcher dies zuerst geschieht, so gestatten wir bis auf 
weiteres der Veränderlichen nur solche von a anfangenden geschlossenen 
Wege, auf denen sich die vor R stehenden Wurzeln nicht ändern. Trotz 
der Beschränkung, die der Variablen damit auferlegt ist, kann dann die 
Function von dem Werthe yo ausgehend immer noch in jeden andern der 
Werthe, die sie an der Stelle a hat, übergehen. Es giebt aber einen 
Werth yi, den y nicht mehr in dem Punkte a erreichen kann, ohne dass 
auf dem Wege, auf dem dies erfolgt, R eine Aenderung erfährt, also, da 
Ifi seinen Anfangswerth wieder anninunt, in (}R übergeht, wo (i eine pri- 
, mitive p^ Wurzel der Einheit ist. Wir bezeichnen mit A einen bestimmten 
.Weg, auf dem yo in y^ und R \n {}R übergeht. 
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Wenn sich aaf einem beliebigen Wege 5, auf dem y© ungeändert 
bleibt, jR in aR verwandelt, so muss, wofern nicht o^=\ ist, ^=::(^ sein.. 
Durchläuft dann x erst die Strecke B in umgdcehrter Richtung ß Mal und 
darauf die Sti*ecke A, einen Weg, den wir in leicht verständlicher Weise 
mit B"^^ A bfeeichnen wollen, so erleidet R keine Aenderung, während y 
von yo ausgehend zu y^ gelangt. Da aber nicht auf demselben Wege R in 
sich selbst und yo i« yi übergehen kann, so muss a==l sein, also R auf 
einer Linie*, auf der sich yo nicht ändert, ebenfalls ungeändert bleiben. 

Beschreibt man alle Linien, auf denen R keine Aenderung erfährt, 
so möge yo in die Werthe 

yo? yoi? ••• yo«-i 

obergehen. Wenn sich diese auf dem Wege A" in 

y«^ yaij ••• y«g-i 

verwandeln, so stellen die Grössen y„5, falls « die Zahlen von bis p — 1 
und ß die von bis q — 1 durchläuft, alle Werthe dar, welche y an der 
Stelle a annehn&en kann. Denn ist B ein beliebiger der dem Punkte x 
gestatteten Wege, und verwandelt sich R auf ihm in p"Ä(a<|>), so geht 
yo auf dem Wege BA"''^ weil R auf ihm ungeändert bleibt, in yoi(/?<?) 
tmd mithin auf B in y„6 über. Die genannten Werthe sind femer sämmt^ 
lieh von einander verschieden. Denn ist yaß^y-^,^^ «nd sind Bq und JS* be- 
stimmte Wege, auf denen y© in y©« und y©*, R aber in sich selbst über- 
geht, so bleibt yo, also auch i2, auf der Linie B^A'^A'^'^Bf^ ungeändert 
Da sich folglich R auf dem Wege A'""'^ nicht ändert, so ist a=y. Wenn 
man aber die Veränderliche mit dem Anfangswerthe t/„{i=y„^ von y den 
Weg A"^ durchlaufen lässt, so gelangt man zu dem ganz bestimmten Ena* 
werthe yos^^^yo») und in Folge dieser Gleichung ist ß^^^d. Die Anzahl def 
Werthe, welche y im Punkte a annehmen kann, ist also pq. Setzen wir 
voraus, dass sie eine Primzahl ist, so muss ^=1 ^ein, und yo auf einem 
Wege, auf dem R keine Aenderung erleidet, ebenfalls ungeändert bleiben. 
Ist B ein Weg, auf dem sich y«) also auch R nicht ändert^ so kehrt 
i2, also auch yb auf dem W^e A'BA'^ zu seineib Anfangswerthe zurück^ 
und daher erfährt y„ auf dem Wege B keine Aenderung. Wir gelangen 
80 zu dem Ergebnisse, dass auf einem Wege, auf welchem yo und die vor 
R stehenden Grössen die Werthe, von denen sie ausgegangen sind, wieder 
annehmen, auch die anderen p — 1 Werthe der Function y ungeändert 
bleiben müssen. 

Journal för Mathematik Bd. LXXIV. Heft 8. 88 
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Wir lassen jetzt die Schranken , welche wir der Veränderlichkeit des 
Punktes x gesetzt haben, allmftlig fallen. Ist Q die Wurzel, welche in 
der oben bezeichneten Reihe ihren Platz unmittelbar vor R hat, so sei B 
ein Weg, auf dem sich die vor Q stehenden Grössen nicht ändern. Wenn 
auf ihm yo i^ y$ ^^^ y\ ^ y«+ß übergeht, so erfahren auf der Linie 

weder yo i>och die vor R stehenden Grössen eine Aenderung, und daher 
bleiben auch yi, y», •.. y^-i ungeändert. Folglich geht auf def Strecke 

A-^C-'BA'^B 
!f% in y2«+3> mithin y, in y,.^.^ und allgemein yi in y«i^.a über, wo die In- 
dices nach dem Modul p zu nehmen sind. 

Ist P die Wurzel, welche den Platz zunächst vor Q einnimmt, 80 
sei jetzt B ein '. eg, auf dem sich die vor P stehenden Grössen nicht än- 
dern* Wenn auf ihm yo in y^ und yi in y«^.^ übergeht, so erfahren auf 
der Linie 

BA'B'^A'^^C 
w^er yo noch die vor Q stehenden Grössen eine Aenderung. Würde sich 
yi auf ihr ändern, also in y^ übergehen, dessen Index y>l ist, so würde 
sich nach dem eben Bewiesenen yi in y^x verwandeln. Es gäbe dann eine 
Zahle/, welche der Congruenz 

Yf.i'^'l'^^u modp 
genügte, und wenn y^ auf der Linie B in y^ überginge, so würde y, auf 
der Strecke 

unverftndert bleiben, während es sich doch in y^^^ verwandelt. Auf der 
Linie C nimmt also yi seinen Anfangswerth wieder an und folglich andi 
ys) ys9 '•• Vp-^i- Daraus schliesst man, wie oben, dass yi auf dem Wege 
B in yak^Q Übergeht. 

Indem man so fortfährt, findet man, dass das eb^n gewonnene Re- 
sultat auch richtig bleibt, wenn die Wahl der Linie B gar keiner Be- 
schränkung unteriiegt. Bleiben daher auf ii^end einem Wege yo und yi 
ungeändert, ist also /3a»0 und a=sl, so erfahren auchy^, yi, ... y^_i auf 
ihm keine Aend^ting. 
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§. 2. 

Nach einem Pundamentelsatze der Algebra lässt sich jede rationale 
symmetrische Function der Wurzeln einer algebraischen Gleichung als eine 
rationale Function der Coefficienten der Gleichung darstellen. Damit aber 
eine rationale Function der Wurzeln einer Gleichung durch die bekannten 
GrrOssen rational ausgedruckt werden könne, ist es nicht immer erforder- 
lich, dass sie symmetrisch sei, d. h. durch keine Substitution der Wurzeln 
eine Aenderung erfahre. Es gentkgt schon, wie Galois bemerkt hat, wenn 
sie durch keine Substitution eines gewissen Systems conjugirter Substitutio- 
nen , das man daher auch das der Gleichung eigene conjugirte System ge- 
nannt hat, geändert wird, und diese Bedingung ist nicht nur hinreichend, 
sondern auch nothwendig. Die Ordnung des so bestimmten conjugirten 
Systems kann dadurch erniedrigt werden, dass einige irrationale Grössen 
anter die bekannten aufgenommen, oder, wie Galois dies bezeichnet, der 
Gleichung adjtmgirt werden. Die Eigenschafken diefses conjugirten Systems, 
das in der Theorie der durch Wurzelgrössen auflösbaren Gleichungen eine 
so grosse Rolle spielt, wollen wir för den Fall entwickeln, dass die Coeffi- 
cienten der Gleichurig rationale Functionen einer Variablen sind. Dabei 
werden wir aber eine andere Definition als die eben erwähnte zu Grunde 
legen. 

Ist f(x^ y) eine ganze Function von x und y, die als Function der 
letzteren Variablen betrachtet keinen quadiratischen Divisor hat und vom 
n^ Grade ist, so nennen wir die Werthe von «, fttr welche zwei Wurzeln 
y der Gleichung f(x, y) = einander gleich sind, oder eine unendlich gross 
ist, die singulären Stellen der durch diese Gleichung definirten algebraischen 
Function y von x. Unter der Umgebung eines bestimmten singulären oder 
nicht singulären Punktes verstehen wir die Fläche des Kreises, welcher 
durch den dem Punkte zunächst gelegenen singulären Punkt geht. Ist a 
eine beliebige nicht singulare Stelle, so lassen sich die n Werthe von y, 
welche einem Punkte x in der Umgebung von a entsprechen, durch n in 
dieser Umgebung cotivei^ente, iiach ganzen Potenzen von x — a fortschrei- 
tende Reihen darstellen. Eine solche Reihe nennen wir nach dem Vt>r^ 
gange des Herrn Weierstrass ein Element der algehriuschen Function y. 
Beschreibt jetzt x von a aus eine geschlossene Linie, die durch keinen sin^ 

33» 
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gulären Punkt hindurchfOhrt, so kann eins jener n Functionenelemente, da 
^8 nicht aufhören darf, der gegebenen Gleichung Genüge zu leisten, wenn 
«s sich ändert, nur in ein anderes von ihnen übergehen. Es können sich 
aber nicht zwei verschiedene Wurzeln in dieselbe dritte verwandeln. Denn 
sonst würde diese auf dem umgekehrten Wege in jede der beiden ersteren 
übergehen. Eine solche Unbestimmtheit könnte aber nur in dem von uns 
ausgeschlossenen Falle eintreten, wo der voa der Veränderlichen beschrie- 
bene Weg durch einen singulären Punkt hindurchfOhrt. Wenn also x von 
a aus eine geschlossene Strecke beschreibt, so erfahren die Wurzeln der 
betrachteten Gleichung eine bestimmte Substitution. Stellt man sich daher 
vor, dass x von a aus der Reihe nach alle möglichen geschlossenen Linien 
beschreibt, so ergeben sich für diese Wurzeln eine gewisse Anzahl von 
Substitutionen. Sind iS und T zwei derselben, A und B die Wege, auf 
denen sie erhalten werden, so befindet sich auch TS unter ihnen, da sie 
auf dem Wege AB erhalten wird. Mithin bilden diese Substitutionen ein 
conjugirtes System, das, wie man sich leicht überzeugt, von der Wahl des 
Ausgangspunktes a ganz unabhängig ist, und das wir das conjugtrte System 
der Gleichung /(x, y)=0 nennen. 

Seien ^, ^, ... Elemente algebraischer Functionen von x^ für die a 
kein singulärer Punkt ist, so dass wir sie uns durch Reihen, die nach gan- 
zen Potenzen von x — a fortschreiten, dai^estellt denken können. Lässt 
man x von a aus alle geschlossenen Linien beschreiben, auf denen diese 
Functionenelemente keine Aenderung erleiden, so erfahren die Wurzeln der 
gegebenen Gleichung eine gewisse Anzahl von Substitutionen, welche sämmt- 
lich in ihrem conjugirten Systeme enthalten sind. Wenn /S und T zwei 
dieser Substitutionen sind, die auf den Wegen A und B erhalten werden, 
so ist auch TS unter ihnen, da es auf dem Wege AB erhalten wird, auf 
dem sich jene Reihen nicht ändern. Mithin bilden diese Substitutionen 
ein conjugirtes System, welches wir das ^conjugirte System der Gleichung 
f(Xj y)=0 nennen, wenn ihr die Functionenelemente z^ /, ... adjungirt 
sind. Ehe wir die Eigenschaften des conjugirten Systems einer Gleichungi 
der mehrere algebraische Functionen adjungirt sind, untersuchen können, 
müssen wir zwei Hülfssätze aus der Analysis entwickeln, welche ftlr den 
Fall , dass sich die Anzahl der adjungirten Functionenelemente auf Null 
ducirt, bekannte Theoreme der Functionentheorie sind. 
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§.3. 

I. Sind yy z^ si^ ..^ Elemente algebraischer Functionen wm Xy 
welche in der Umgebung eines für keine dieser Functionen singulären 
Punktes a eindeutig defimrt sind^ und bleibt y ungeandert^ wenn x von ü 
ausgehend alle möglichen geschlossenen durch keinen singulären Pwnki 
hindwrchfuhrenden Wege durchlauft^ auf denen z^ /, ... keine Aenderung 
erfahren j so Idsst sich y durch x, z^ /, ... rational ausdrücken. 

n. Sind Zy z\ ... Elemente algebraischer Functionen von Xy die 
in der Umgebung eines nicht singulären Punktes a eindeutig bestimmt sind, 
und ist f(Xy y) eine unzerlegbare ganze Function von y, deren Goefficien^ 
ten rationale Functionen von Xy Zy sly ... sindy so giebt es von a aus* 
geltende geschlossene WegCy auf denen z, s!y ... ungeändert bleiben y und 
eine in der Umgebung von a eindeutig definirte Wurzel der Gleichung 
f(Xy y)=0 in eine beliebige andere eben da eindeutig definirte Wurzel der- 
selben Gleichung übergeht. - » 

Wir nehmen zuerst an, dass nur ein Functionenelement z gegeben 
ist. Dies genüge einer irredactiblen Gleichung m** Grades, q>(Xy ^)==0, 
deren übrige Wurzehi in dcir Umgebung von a durch die Functioneri- 
elemente 

^U ^l'i ••• ^m-l 

durgestellt sein mögen. Da die Gleichung (p(Xyz)s=0 irreductifoel ist, so 
^ebt es nach einem zuerst von Pniseux aufgestellten und bewiesenen Satze 
m — 1 Wege 

auf denen 2; in die anderen Wurzeln fibergeht. Auf ihnen mOge sich y in 

yu y^i ••• ym-i 

verwandeln, wo y« nicht von y^ verschieden zu sein braucht. Beschreibt 
X von a ausgehend eine beliebige geschlossene Linie A, and gelangt zl 
auf ihr zu dem Werthe 03, so erfiüirt z und daher der Voraastoetasung nach 
auch y auf dem Wege A^AAs^:s=iB keine Aenderung. Auf der Strecke 
AsB^Az^BAß geht also y, in y« und demnach ziy^ in z^y^ tkber. Wenn 
dah» m den Weg A durchlftuffc, so werden die Grössen 

in derselben Weide unter einandw vertauscht, wie 

Zy Zly ••• 2^a»-l» 
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auf keinem der von a ausgehenden geschlossenen Wege eine Aenderung 
erieidet , so muss sie eine rationale Function von x sein. Wird in den m 
Gleichungen, welche aus der eben gefundenen erhalten werden, indem der 
Zahl l die Werthe von bis m — 1 ertheilt werden, Za mit z^ vertauscht, 
so vertauschen sich nur die Werthe, die sich aus ihnen für y^ und y& be- 
rechnen lassen, während der Werth, der sich aus ihnen f&r y ergibt, un* 
ge&ndert bleibt. Daher ist y eine symmetrische Function von 

Zu ^2, ... Zp^_f^ 

den Wurzeln der Gleichung 

und lässt sich folglich durch x und z rational ausdrücken. 

Um jetzt den zweiten Satz fOr den Fall zu beweisen, dass nur ein 
Functionenelement adjungirt ist, nehmen wir an, es seien 

yi? y»» ••• y«— 1 

diejenigen Wurzeln der Gleichung /(x,y)=0, in welche ihre Wurzel y 
tkbergehen kann, ohne dass z sich ändert, und 

bestimmte Wege, auf denen sich y unter der genannten Bedingung in diese 
Wurzeln verwandelt. Ist dann A irgend ein Weg, auf dem sich z niclit 
ändert, «o ist auch A^A ein solcher Weg. Da mithin y auf ihm in eine 
der Wurzeln 

y^yiv- yn^i 

etwa in yß Übergeht, so gelangt y« auf der Strecke A zu dem Werti^e y»* 
Da ferner auf dieser Linie keine zwei Wurzeln in dieselbe dritte übergehen 
können, so erfahren jene n Wurzeln auf ihr eine bestinunte Substitutton» 
Daher bleibt eine symmetrische Function derselben auf jedem Wege, auf dem 
;8;. keine Änderung erleidet, ebenfedls ungeändert und ist mithin eine ratb- 
nale Function von x und z. Daher genügen sie einer -Glddiung n^ Gtnr 
4es, deren Ooefficienten rational durch x und z ausdrückbar sind. Da aber 
der Annahme nach /(^, y) keinen Divisor hat, dessen CoefficieDte& rütia- 
nale Functionen von x und z sind, so muss die Gleichung /(^, y)=0 vom 
n^ Grade sein, und mithin y, ohne dass z eine Aenderung erfidttt, in 
jede andere Wurzel derselben übergehen können. 
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Jetzt möge der Gleichung für y bereits ein Functionenelement ^ 
adjungirt sein, und ihr ein neues, ^, adjungirt werden, eine Wurzel einer 
irreductiblen Gleichung fri^ Grades {p(x, £, z)=0. Mit Benutzung des 
eben bewiesenen Satzes, dass es Wege giebt, auf denen 2?, ohne dass V 
sich Ändert, in jede andere Wurzel dieser Gleichung flbergeht, ergiebt skA 
auf dieselbe Weise wie oben, dass 

auf allen geschlossenen Wegen, auf denen £ keine Aenderung erfährt, un* 
geändert Ueibt und mithin eine rationale Function von x und :i ist. Dar- 
aus fblgt wieder leicht, dass sich y durch x^ z und £ rational aüsdrQckeä 
Iftsst. Mit Hälfe dieses Satzes wird dann der zweite Satz ftkr den Fall be- 
wiesen, dass zwei Functionenelemente adjungirt sind, mit dessen Hfilfe der 
erste fbr den £all, dass drei adjungirt sind, u. s. w. 



§.4. 

Wenn die Substitutionen eines conju^rten Systems es gestatten , ein 
Element an die SteUe jedes andern zu setzen, so nennen wk- nach Catieh^ 
das System transitiv ^ im entgegengesetzten Falle intransitiv. Wenn die 
Substitutionen es gestatten, u bestimmte Elemente auf die Platze von fi be^ 
liebigen andern zu bringen , so nennen wir das System u Mal &ansififf. 
Mit Benutzung dieser Ausdrücke lässt sich der zweite Satz des vorigen 
Paragraphen auch folgendermassen aussprechen: 

I. Das conjugirte System einer irreductiblen Oleichtmg ist transitiv^ 
Ist die Gleichutig /(a:, y)=0 aber reductibd, und ist g(x,y) ein 
irreductibler Divisor ihrer Hnken Seite, so kann eine Wurzel der Gleichung 
^(a;,y)=:0 auf Wegen, auf denen sich die adjun^rten Irrationalen nicht 
indem, dieser Gleichung zu genOgen nicht aufhfl^n und daher nur in 
räae aadere Wurzel derselben Gleichung übergehen. Dehn nadi einem 
Satze der Functioneiitbeorie müssen mehrere in der Umgebung eines bestirnt 
ten Ptknktes definirte Functionenelemente, zwischen denen eine algebraisdi^ 
Gleichung besteht^ dieselbe auch noch befriedigen, wenn die Verftnderiidie 
einen beliebigen Weg durohltaA;* welcher durch keine St^le hindurdi^ 
fUhrt, an der für eins jener Funetionenelemente die Entwiokelblu^eit nach 
ganzen positiven Petena^i der Aenderungen der Variablen aufhöil;. Wenn 
also /(^, y) keinen quadratischen Divisor hat , so kann sich eine Wurzel 
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der Gleichung /(a;,y)=0 nicht in eine Wurzel der Gleichung - ^^^^ ^^ = 

yerwaadeln, und mithin ist das conjugirte System einer reductiblen Glei« 
chuDg, die nicht ftU* alle Werthe der Veränderlichen zwei gleiche Wurzeln 
liat, intransitiv. . Daher l&sst der vorige Satz folgende Umkehnmg zu: 

n. Wenn das conjugirte System einer Gletchtmgy deren linke Seite 
keinen quadratischen Divisor hatj transitiv ist^ so ist die Gleichung 
irreductibeL 

Nach einem Satze von Cauchy ist die Ordnung m eines fi Mal tran- 
sitiven Systems conjugirter Substitutionen von n Elementen ein Viel£EU^he& 
von n(n — 1),.. (» — ^^+1) und die des conjugirten Systems, welches von 
den fi bestimmte Elemente nicht verrückenden Substitutionen jenes Systems 

gebildet wird, gleich > ,. — . 4-jV Daraus fliesst der Satz: 

III. Die Ordnung des conjugirten Systems einer irreductihlen Glei- 
chung ist ein Vielfaches ihres Grades ^ und wird, wenn ihr eine ihrer 
Wurzeln adjungirt wird, durch ihren Grad getheilt. 

Aus dem Satze von Cauchy über die Zahlen, welche die Ordnung 
^ines intransitiven Systems darstellen können, ergiebt sich ferner: 

IV. Die Ordnung des conjugirten Systems einer redu^ctiblen Gleu 
chung ohne quadratischen Theiler ist durch die Ordnungen der conjugir- 
ten Systeme ihrer irreductihlen Divisoren theilbar und in dem Producte 
fUßser Ordnungen enthalten. 

Eine Verallgemeinerung der drei ersten Theoreme dieses Paragra^ 
phen bildet der leicht zu beweisende Satz: 

V. Wenn zwischen den ersten i-{-l(i=0, 1, ... jw— 1) von fi 
Wurzeln einer Gleichung n^ Grades keine Gleichung besteht j die in Besntg 
auf die (i-f-l)** von einem geringeren als dem (n — A)^ Grade ist^ so ist 
das cimjugirte System der Gleichung fi Mal transitiv , und seine Ordnung 
ist ein Vielfaches von n(n — l)...(n — jii+1) tmd wirdy wenn der Glei- 
chung jene ju Wurzeln adjungirt werden^ durch n(n — l)..«(n — f^-^l) 
getheilt. Wenn dann zwischen jenen fi Wurzeln und einer {fi-^lj^ eine 
Gleichung besteht, die in Bezug auf diese von einem geringeren als dem 
(n — :fiy^ Grade ist, so ist das System genau fi Mal transitiv. 

Den Sohluss dieser Reihe von Sätz^i bildet endlich das Theorem: 

VI. Damit das conjugirte System einer Gleichung n^ Grades van 
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der Ordnung l.2,..n setj ist erforderlich und hinreichend , dass eine 
bestimmte Wurzel nicht durch weniger als n — 1 andere rational ausgedrückt 
werden könne. 



§. 5. 

Der Gleichung n^ Grades /(«,y)=0, die keinen quadratischen Di- 
visor habe, mögen mehrere Elemente algebraischer Functionen, 2?', s^\ .,., 
adjungirt sein, welche in der Umgebung eines Punktes a eindeutig definirt 
sind, den wir so wählen, dass er für keine der im Laufe der Untersuchung 
vorkommenden algebraischen Functionen eine Singularität besitzt. Dann 
darf die Veränderliche x im Folgenden nur solche von a ausgehenden ge- 
schlossenen Linien durchlaufen, die durch keinen singulären Punkt gehen, 
und auf denen die der Gleichung bereits adjungirten Irrationalen keine 
Aenderung erfahren. Sei (p(XjZ)=0 eine irreductible Gleichung m*^ Grar 
des, deren Ooefficienten rationale Functionen von x, ^, /', ... sind, Zq ein 
dieser Gleichung genügendes, in der Umgebung von a eindeutig definirtes 
Functionenelement. Wird jetzt der Gleichung /(aj,y)=0 noch die Irratio- 
nale Zq adjungirt, so möge F ihr conjugirtes System werden. 

Durchläuft der Punkt x alle ihm gestatteten Wege, auf denen die 
Wurzeln der Gleichung /(jp,y)=0 sämmtlich ungeändert bleiben, so geht 
Zq in eine bestimmte Anzahl anderer Wurzeln der Gleichung y(a?,;2r)=0 
über, die wir mit 

bezeichnen wollen. Sei Bß ein bestimmter Weg, auf dem sich Zq in Zo» 
verwandelt, ohne dass die Wurzeln der Gleichung /(aj,y)=0 eine Aende- 
rung er&hren. Enthält die Gruppe Zq die Wurzeln nicht sämmtlich, so 
sei Zi eine der übrigen Wurzeln. Da die Gleichung y(a?, -er) =0 irreduo- 
tibel ist, so giebt es einen Weg il,, auf dem Zo in Zi übergeht. Auf die- 
sem mögen sich die Wurzeln der Gruppe Zq in 

verwandeln. Indem man so fortfährt, bringt man die Wurzeln der Glei-^ 
chung (p(x,z)s=sO in p Gruppen: 

Joanuü far MathMBttik Bd. LXXIV. Heft 8. 34 
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^0? ^01> • • • ^0«-l9 


(^o) 


^X'i ^ll> • • • ^19-1? 


(^0 


• • • • • • 


(^,- 



Dabei ist angenommen; dass die erste Wurzel z^ der Gruppe Za nicht in 
einer der vorhergehenden Gruppen enthalten ist, und dass sich die Gruppe 
Za aus Zq ergiebt, indem x einen bestimmten Weg A„ durchläuft. 

Besteht nun die Gleichung Za^^Zy^^ in der wir a als nicht kleiner 
alä y voraussetzen dOrfen, so bleibt Zq auf dem Wege B^A^A^^Bf^ un- 
geändert, und daher werden die Wurzeln der Gleichung /(x,y)=0 auf 
ihm einer Substitution T des conjugirten Systems /' unterworfen. Da sich 
diese Wurzeln aber auf den Wegen J5? und J5« nicht ändern, so mOssen 
sie die Substitution T auf dem Wege AaAy^ erfahren. Nun giebt es aber 
einen Weg J5, auf dem die Substitution T erhalten wird, ohne dass z^ sich 
ändei*t. Da dann die Wurzeln der Gleichung /(x,y)=0 auf der Sti*ecke 
B'^AuAy^ keine Aenderung erleiden, so geht Zq auf ihr in eine Wurzel Zqi 
der Gruppe Z© über, mithin auf der Strecke B'^A„ in ZyX^ und daher ist 
z^sBzZyi. Nun ist a nicht kleiner als p^, und wenn a grösser ist als ^, 
so ist Za nicht in der Gruppe Zy enthalten. Daher ist a=y und ^«;3=2r„^. 
Da aber zwei verschiedene Wuraeln, Zqs und Zq^, auf dem Wege A^ nicht in 
dieselbe dritte z^n^Zai übergehen können, so muss ß=^d sein. Mithin 
kommt in jenen p Gruppen von je q Functionenelementen keine Wurzel der 
Gleichung wi'*° Grades (p(x^z)=zO öfter als ein Mal vor, und daher ist 
m=pq. 

Ist B ein bestimmter Weg, auf dem, ohne dass die Wurzeln der 
Gleichung /(a;,y)s=0 eine Substitution erfahren, Zq in zi übergeht, und 
ist A irgend ein Weg, auf dem Zo ungeändert bleibt, so erleidet zj^ auf der 
Strecke B~^AB keine Aenderung. Auf ihr wird aber dieselbe Substitution 
der y erhalten wie auf A. Ist aber A ein beliebiger Weg, auf dem sich 
j^o nicht ändert, so ist BAB"^ ein Weg, auf dem z^ ungeändert bleibt, und 
dieselbe Substitution der y wie auf A erhalten wird. Daher wird der Glei- 
chung /(a;,y)=0 dasselbe conjugirte System r eigen, welche Wurzel der 
Gruppe Zq ihr auch adjungirt wird. 

Ist A ein Weg, auf dem z^s, keine Aenderung erleidet, sa bleibt ^a 
auf der Strecke i4«il4~^=J8 ungeändert, und folglich werden die y auf ihr 
einer Substitution T des Systems /* unterworfen. Ist also S„ die auf dem 



Frobentua^ die Auflösbarkeit der Okiehungen mit veränderlichen Coefßeienten. 267 

Wege A„ erhaltene Substitution, so erfahren die y auf der Strecke 
il=i4~^jBi4„ die Substitution S„TSz^. Alle Substitutionen von dieser Form 
bilden aber ein dem Systeme /* ähnliches conjugirtes System r„^ das von 
dem Werthe von ft ganz unabhängig ist Das Et^ebniss der bisherigen 
Erwägungen lässt sich so aussprechen: 

I. Die Wurzeln der Gleichung (p(x^z)s=zO zerfallen in p Gruppen 
von je q Wurzeln. Das conjugirte System, das der Gleichung /(a?,y)=0 
eigen wird, wenn ihr eine Wurzel der irredu^iblen Hülfsgieichung ad^ 
jungirt wird, ist für alle Wurzeln einer Gruppe dasselbe. Die p conjt^ 
girten Systeme, welche erhalten werden^ wenn aus jeder Gruppe eine Wur^ 
zel adjungirt wird, sind einander ähnlich. 

Dieses Theorem ist das erste einer Reihe von vier Sätzen. Um 
den Zusammenhang derselben deutlicher hervortreten zu lassen, sprechen 
wir es noch einmal in einer anderen Form aus: 

IL Durchläuft x alle Wege, auf denen eine Wurzel der Gruppe 
Z„ ungeändert bleibt^ so erfahren die Wurzeln der Gleichung f(x,y)z=0 
alle Substitutionen des conjugirten Systems /'„ und keine anderen. 

Daran schliesst sich zunächst der Satz: 

III. Durchläuft sb alle Wege, auf denen die Wurzeln der Gleichung 
f(x,y)=^0 keine Aenderung erfahren, so geht eine Wurzel der Gruppe 
Z„ in jede andere derselben Gruppe, aber in keine einer andern Gruppe 
über. 

Ist B ein bestimmter Weg, auf dem, ohne dass die y eine Sub- 
stitution erfahren , Zq in die Wurzel 4 der Gruppe Z^ übergeht, und ist A 
ii^end ein Weg, auf dem die y keine Aenderung erleiden, so bleiben sie 
auch auf der Strecke BA ungeändert, und daher geht Zo auf ihr in eine 
Wurzel z'o der Gruppe Zq über. A uf der Strecke A muss sich also Zq in 
Zq verwandeln. Da demnach auf einem Wege, auf dem die y keine Sub- 
stitution erfahren, eine Wurzel der Gruppe Zq nur in eine andere dersel- 
ben Gruppe übergehen kann, so muss sich ^os ^uf der Strecke AJBA'^ in 
Zoy, und daher z„ß auf Ä in z^y verwandeln. Sind femer z^ß, und z^y zwei 
beliebige Wurzeln der Gruppe Z„, so geht auf dem Wege A'^B^^ByA^^ auf 
dem sich die y nicht ändern, z„ß in z^y über. 

IV. Durchläuft x alle Wege, auf denen die Wurzeln der Gruppe 
Za, in einander übergehen, so erfahren die Wurzeln der Gleichung f(x^y)^=fi 
alle Substitutionen des conjugirten Systems r„ und keine anderen. 

34» 
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Ist A irgend ein Weg, auf dem eine Wurzel der Gruppe Z„ in eine 
beliebige andere derselben Gruppe übergeht, so giebt es einen Weg jB, auf 
dem dasselbe geschieht, ohne dass die y sich ändern. Dann bleibt jene 
Wurzel auf der Strecke Aß""* unge&ndert, und daher erfahren die y auf 
ihr, also auch auf i4, eine Substitution des Systems /«• 

V. Durchlauft x alle Wege^ auf denen die Wurzeln der Gleichung 
y(a;,y)=0 eine Substitution des conjugirten Systems 1^ erfahren^ so geht 
eine Wurzel der Gruppe Z„ in jede andere derselben Gruppe^ aber in keine 
einer andern Gruppe über. 

Ist A irgend ein Weg, auf dem eine Substitution des Systems /*« er- 
halten wird, so giebt es einen Weg B^ auf dem dasselbe geschieht, ohne 
dass z„3, sich ändert. Dann bleiben auf der Strecke B^^A die y ungeftn* 
dert, und daher geht z„ß auf ihr, also auch auf A in eine andere Wurzel 
der Gruppe Z„ über. 



§. 6. 

1. Wenn eine irreductible Gleichung dadurch reductibel wird, da^s 
ihr alle Wurzeln einer anderen Gleichung adjungirt werden, so sind die 
irreductiblen Gleichungen ^ in die sie zerfällt, alle von demselben Grade. 
Die Coefficienten jeder von diesen Gleichungen lassen sich ohne Benutzung 
der Wurzeln der Hülfsgieichung durch eine ihrer eigenen Wurzeln raiuh 
nal ausdrücken. 

Nach dem Satze UI §• 5 kann eine Wurzel der Gruppe Z„ nur in 
eine andere Wurzel derselben Gruppe übergehen, wenn der irreductiblen 
Gleichung q)(x,z)=0 alle Wurzeln der Gleichung /(a?,y)=0 adjungirt 
werden. Eine symmetrische Function der in der Gruppe Z^ enthaltenen 
Wurzeln bleibt mithin auf allen Wegen, die dem Punkte x dann noch ge- 
stattet sind, ungeändert und l&sst sich daher durch x und die adjungirten 
Functionenelemente rational ausdrücken. Folglich genügen die Wurzeln der 
Gruppe Z^ einer Gleichung 5**" Grades, deren Coefficienten rationale Func- 
tionen von X und den adjungirten Functionenelementen sind, und die irre- 
ductibel ist, weil eine Wurzel der Gruppe Z^, ohne dass sich die y än- 
dern, in jede andere Wurzel derselben Gruppe übergehen kann. Durch- 
läuft X irgend einen Weg, auf dem z„ß ungeändert bleibt, so erfahren die 
y eine Substitution des conjugirten Systems r„, und mithin geht jede Wiir- 
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zel der Grruppe Z„ in eine andere derselben Grappe Ober. Daher erleiden 
die Coefficienten der Gleichung q^ Grades, welcher die Wurzeln der Gruppe 
Za genfigen, auf einem Wege, auf dem sich z„^ nicht ändert, ebenfalls keine 
Aenderung und lassen sich also durch x und z^ß rational ausdrücken. Aus 
den beiden Theilen des eben bewiesenen Satzes lassen sich zwei Folgerun- 
gen ziehen: 

n. Wenn eine irreduciihle Gleichung^ deren Orad eine Primzahi 
istj dadurch reductibel wird^ dose ihr alle Wurzeln einer andern Gleichung 
adjungirt werden^ so wird sie dadurch aufgelöst 

III. Wenn eine Gleichung^ deren conjugirtes System mehr als ein 
Mal transitiv ist, dadurch reductibel wird, dass ihr alle Wurzeln einer 
andern Gleichung adjungirt werden^ so wird sie dadurch aufgelöst. 

Denn wäre q>l't so mfisste, wie eben gezeigt ist, auf einem Wege, 
auf dem eine Wurzel z„ der Gruppe Za ungeändert bleibt, eine andere in 
ihr enthaltene Wurzel z„ wieder in eine derselben Gruppe angehörige Wur* 
zel flbergehen. Da aber das conjugirte System der Gleichung (p(x^z)^=0 
mehr als ein Mad transitiv ist, so giebt es einen Weg, auf dem z„ in sich 
selbst und /« in eine beliebige andere Wurzel dieser Gleichung flbergefat. 
Mithin mfisste q:=m sein, was der Voraussetzung widerqpridit. 

IV. Zerfällt die linke Seite einer irreductiblen Gleichung j wenn 
ihr alle Wurzeln einer andern Gleichung adjungirt werden, in p unzer^ 
legbare Factor en, so wird die Ordnung des conjugirten Systems der letzte* 
ren , wenn ihr eine Wurzel der ersteren adjungirt wird, durch p getheilL 

Ist A ein beliebiger Weg, und ist z^ß die Wurzel, in welche Zq auf 
ihm fibergeht, so erfolgt auf der Strecke AA7^=:B, weil sich Zq auf ihr in 
Zoa verwandelt, eine Substitution T des Systems 1\ Ist also S^ die auf 
Aa erhaltene Substitution, so erfahren die y auf dem Wege A=BA„ die 
Substitution S^T. Sind femer T und T zwei Substitutionen von I\ und 
ist SaT=^8&Tj so ergebt sich auf dem Wege A^J^ die Substitution 
S^^Sa=^TT'\ die in dem Systeme /* enthalten ist. Also geht Zq auf ihm 
in eine Wurzel z^y der Gruppe Zo und mithin auf A^ in z^y Ober. Folg- 
lich ist a:=ß und daher auch T= T\ Sind demnach 

die Substitutionen von J\ so besteht das conjugirte System der Gleichang 
/(«,y)s=:0 aus den Substitutionen 
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und mithin ist seine Ordnung gleich pr. Damit ist die Behauptung er- 
wiesen, in welcher der Satz HI §. 4 als ein specieller Fall enthalten ist. 
Eine interessante Anwendung dieser beiden Theoreme giebt der folgende Satz : 

V. Wenn eine irreducttble Gleichung y deren Grad n eine Prim^ 
zahl ist^ dadurch reductibel wird, dass ihr eiiie Wurzel einer irredudi-^ 
blen Gleichung tn**" Grades adjungirt wird, so ist n ein Divisor von m. 

Die Ordnung des conjugirten Systems der irreductiblen Gleichung 
w**" Grades ist durch n theilbar. Zerföllt sie, wenn ihr eine Wurzel einer 
irreductiblen Hfilfsgleichung m**° Grades üdjungirt wird, in mehrere irre- 
ductible Factoren von den Graden a, i, c, ..., so ist, wie leicht zu 
sehen, die Ordnung des conjugirten Systems der nunmehr reductiblen 
Gleichung ein Divisor von 1.2 ...a.i .2...i. 1.2...C... und mithin, da n 
eine Primzahl ist, und a, i, c, ... sämmtlich kleiner als n sind, nicht tnehr 
durch n theUbar. Nun ist aber die Ordnung des ihr gegenwärtig eigenen 
conjugirten Systems ein Divisor der Ordnung des ihr vorher eigenen. Also 
mu86 die letztere dadurch, dass der Gleichung n^ Grades die Wurzel der 
Hülfsgieichung adjungirt ist, durch ein Vielfaches von n getheilt worden 
sein. Die Zahl, durch welche sie getheilt wird, ist aber ein Divisor von 
m, und daher muss auch n in m enthalten sein. 

VI. Wenn sich das conjugirte System einer Gleichung^ G, dadurch 
auf das conjugirte System /' reducirt, dass ihr alle Wurzeln einer andern 
Gleichung adjungirt werden, so wird das System r dadurch nicht gedn^ 
dert, dass in den Cyclen aller seiner Substit^itionen irgend eine Substitution 
von G ausgeführt unrcL 

Ist A ein beliebiger der dem Punkte x gestatteten Wege und B ein 
Weg, auf dem ausser den bereits adjungirten Irrationalen noch die Wur- 
zeln der Hülfsgieichung unge&ndert bleiben , so wird auf A eine Substitution 
S von G und auf B eine Substitution T von /* erhalten. Da die Wurzehi 
der Hülfsgieichung auf der Strecke A^^BA ebenfalls keine Aenderung er- 
leiden, so muss die auf ihr bewirkte Substitution STS"^ in dem Systeme 
/' enthalten sein. Diese wird aber bekanntiich erhalten, indem die Sub- 
stitution S in den Gyclen von T ausgeführt wird. 
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Vn. Wenn sich das conjugirte System einer Gleichung^ (r, dadwrdi 
auf das conjugirte System r reducirt^ dass ihr eine Wurzel einer trr«* 
dnctiblen Gleichung adjungirt wird, und wenn sich alle Wurzeln der letzte^ 
ren durch eine von ihnen rational ausdrucken lassen , so wird das System 
7* dadurch nicht geändert, dass in den Cyclen aller seiner Substtiutionen 
irgend eine Substitution von G ausgeführt wird. 

Sind Zo und Zi zwei Wurzeln der irreductiblen HtÜ&gleichung , so 
giebt es einen Weg A, auf dem Zq in z^ übergeht. Auch kann eine ZaM 
r von der Beschaffenheit gefunden werden, dass Zq auf A" zu ihrem An^ 
fangswerthe zurückkehrt. Ist dann B irgend ein Weg, auf dem z^ keine 
Aenderung erleidet, so bleibt, wenn die Veränderliche die Linie ABA'^^=;^C 
beschreibt, Zq ungeändert, also auch Zi, falls es sich durch x und oratio* 
nal ausdrücken lässt. Mithin eriährt z^ und daher auch z<^ auf dtt 
Strecke ACA^^^^A^BA'^ ebenfalls keine Aenderung. Da folglich z^ auf 
der Linie A^'^BA"^""'^^, wie eine wiederholte Anwendung dieses Schlusses 
zeigt, in sich selbst, auf A"^'^ aber in z^ übergeht, so muss z^ auf einem 
Wege B^ auf dem z^ keine Aenderung erfthrt, ebenfalls unge&ndert bleibe». 

Nun sind der Annahme nach alle Wurzeln der Hülfsgieichung ratio^ 
naie Functionen von x und Zq. Beschreibt also die Veränderliche alle 
Linien, auf denen eine dieser Wurzeln keine Aenderung erleidet, so hat 
sie auch alle Wege durchlaufen, auf denen alle Wurzeln ihre Anfangswerthe 
wieder annehmen. Mithin reducirt sich das conjugirte System einer Grlei- 
chung (r, wenn ihr eine Wurzel der Hülfsgieichung adjungirt wird, auf 
das nämliche conjugirte System /', wie wenn ihr alle Wurzeln derselben 
adjungirt werden, und damit ist der behauptete Satz auf den vorigen zu- 
rückgeführt. 

VIIL Das conjugirte System, das einer Gleichung eigen wird, 
wenn ihr eine rationale Function ihrer Wurzeln adjungirt wird, besteht 
aus denjenigen Substitutionen des ihr vorher eigenen coajugirten Systems, 
durch welche jene Function nicht geändert wird. 

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge der Definition, die von dem 
conjugirten Systeme einer Gleichung, der gewisse algebraische Functionen 
adjungirt sind, aufgestellt worden ist. Es bleibt also noch übrig, die 
Uebereinstimmung dieser Definition mit der von Galois gegebenen nach- 
zuweisen. Dies geschieht durch den Satz: 

IX. Jede rationale Function der Wurzeln einer Gleichung, welche 



>^r#i#«t»«f die Anfiotbarkmt dmr OUiehungen mä verändirüchen Coej^eiemUn. 

k die Suhsiitutümen ihres canjugirten Systems nicht geändert wird, 
imsst sieh durch die bekannten Grössen rational ausdrucken ^ und jede 
raiionaie Function der Wurzeln, welche sich durch die bekannten Grossen 
rational ausdrücken Idsst, wird durch die Substitutionen ihres conjugirten 
Systems nicht geändert. 

Wenn die Ver&nderliche von einem nicht singulftren Punkte aus alle 
geschlossenen Strecken durchlftuft, die ihr gestattet sind, so erfahren die 
Wurzeln der gegebenen Gleichung die Substitutionen ihres conjugirten 
Systems. Eine rationale Function der Wurzeln, welche durch diese Sub- 
stitutionen nicht ge&ndert wird , ist folglich eine algebraische Function , die 
auf allen geschlossenen Linien ihren ursprQnglichen Werth wieder erlangt, 
und mithin eine rationale Function der unabhängigen Variablen und der 
adjungirten Irrationalen. Lftsst sich umgekehrt eine rationale Function der 
Wurzeln durch die bekannten 6rOssen rational ausdrucken, so erfi&hrt sie 
auf keinem Wege, den die Veränderlidie durchlaufen darf, und da die Wur- 
zeln der gegebenen Gleichung auf solchen Wegen allen Substitutionen ihres 
conjugirten Systems unterworfen werden, durch keine dieser Substitutionen 
eine Aenderung. 

Berlin, im October 1871. 
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Zur Theorie der Determinanten. 

(Yim Herrn «/. /. fPifyrauM.) 
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gegeben. Wir legea ans die Fragen vor: 

1) Wieviel Glieder der Determinante D enthalten m bestimmte Ele-* 
mente (weder lOMhr noch weniger) an» a^t, ... a^^^ der Diagonale? 

2) Wieviel Glieder der Determinante D enthalten m ]behel>ige bI^ 
mente der Diagonale?, 

3) Wieviel Glider enthalten m oder w^igfer Diagonalelemente? 

4) Wieviel Glieder eatbj^lt^ Jb oder «d^hr I^agonalelement»? 

.5) In weloher Weise setetsieh die Geaammtgliedeimabt am r4MI 
^iedern mit ibis n Elementen ^er JDiagonale zwammen? ^ ^:■ ; J^ 

. Dw Coefficient von, On i«t eine Determinante iit— 1^ GradeB|, <ed 
giebt also (n — 1)! Glieder, welche On enthalten; a^i kommt ebeti^9 in 
(» — 1)! Gliedern vor, darunter befinden si^ aber (n-r— 2)|, worin auch 
üix Factor ist. Die Determinante D hat also 2(n — 1)! — (n-r- 2)1 Glieder, 
welche ' äi , oder a^ s oder beide' zugleich ephaJten. 

Um nun die Anzahl i^*"^^ der Glieder zu finden, in* 'welchen 11b€l** 



hf^ifft Element^ :4er DiagoniJe vorkoioxam, liQge;man w (»i--tl)l4fir Reihe 
91^ d^ vM^e^ der .Glied#i!, in welchen «it,. ms, .«i«, .i« aber ktm^ 
^^ y<^VlWflS^^^fi^: Elemente «1^ Factor enthaileB ist.^ J>In»& Imt owui £»ln 



gende Aggregate: am auifimii^dn;, ;i 
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^4 W4yraucky zur Theorie der DetenmnafUen. 

,*-l)!-(n— 2)!, 

^M-l)l-2(n-2)!H-(n-3)!, 

(n— 1)! — 3(n — 2)!H-8(n— 3)!— (n— 4)!, 

(«_l)!_4(n — 2)!4.6(n— 3)!— 3(n— 4)I-f-(«— 5)1, 



• • 




(n_l)I_(V)(n— 2)!+(V)(»-3)I— .•• 
+(- 1)— M 2!+(- O-^GU) 1 !+(- ir *Cr{)l, 
yto mit (r) der v" Binomialcoefficient des Exponenten fi bezeidmet ist; 
und erhftlt 
iJV+>««(n-l)!-[l+2H....+(n-l)](n-2)f+[a)+ö)+--K-.0](n-3)! 

+-+(-i)-*[(::?)+(ti)+(:.i)]3f+(-i)-*[(:r;)4-(:-J)3ii 

Die Glieder der in den Eckklammern stehenden Summen sind figu- 
rirte Zahlen der 1*" bis n — 1^ Ordnung und ihre Summen gleich 

so dass durch Substitution und Reduction: 

(1.) f..«_„,[i-.^+^_...+fc^]. 

Dies ist die Anzahl der Glieder, welche überhaupt Elemente der 
Diagonale enthalten. Die Anzahl F^^ der Glieder ^ welche keine Diagonal- 
elemente enthalten, wird also: 

(8.) ^=n.[^-i, + ... + fc^]. 

Ausschliesslich m bestimmte Diagonalelemente kommen in so vielen 
GHedem — die Anzahl derselben heisse f^^ — der Determinante D vor, 
als die Partialdeterminante, welche den Goefficienten des Products der in 
Elemente bildet, Glieder besitzt, die kein Element der Diagonale enthal- 
ten; d. h. 

Diese Formel ist gültig von m=:0, wo sie in (2.) übergeht, bis 
m«in — 8, wofür /-««.2l[y]«l. 

Glieder mit n — 1 Diagonalelementen existiren nicht, was selbst- 
rerstlndlich ist, indem sftmmtliche Glieder aus dem Anfang^^ed, welches 
alle DiAgonalelemente enthftlt, durch Parmutation abgeleHiet werden, dabri 
aber wenigstens zwei erste oder zweite Indices sich Andern. 



Weyrauch^ zwr Thewru d€f Ik^atmii/iaiKkn. 875 

Die GieiohuDg (S.) ftthrt noch auf die Rektion: 

(4.) /ai=^(n+l-m)/W-fi(-ir^-^, 
wobei allgemein unter /J"^ die Functton /^"^ Ar die Determinante * r^ Otä- 
die zu verstehen ist* 

Aas n Elementen lassen sich (^ Oombinationen m^ ElMse hos 
* stellen. Daher betrfigt die Anzahl der Grlieder, wdldie irgetkl m EÜemcute 
der Diagonale enthalten 

gflltig von m=:ü bis m=n — 2, woftlr i''^"-*^=(;). ,;:!,? 

Die Anzahl der Glieder, welche m, oder weniger Dia^onalfilemente 
enthalten, wird demnach 

(6.) iPC-)=T(n_,0!C)[ii-i+ • •• + ^1^] 
und die Anzahl derjenigen, welche k oder mehr enthalten: 

(7.) jr(»*)=n!-'£^(«-;0!(:)[^-il + •• + ^]- 

Ist ms=ik — 1, dann wird selbstverständlich: 

(8.) w!=i?(»-'->+i«»+>. 
Aus der Gleichung (5.) folgt femer: 

(9.) nI=l+"TV<"'. 

Bezeichnet man die Anzahl der Glieder, bei welchen in einer Deter- 
minante r*** Grades kein Diagonalelement voricommt, durch 9>(r), so ei^e- 
ben sich aus den bis jetzt erhaltenen Gleichungen folgende einfachste 
Formeln : 

I. /'"* = 9)(n— tn), 

n. F<-' = (;)y(n-^), 

in. F-'= Tc)y(n— /i), 



IV. i?<»*»=i+"^'(:)y (»-«), 



-» 



V. n! =l+^(:),p(n-tt), 

als Beantwortung der f&nf gestellten Fragen. 
Aus Gleichung I ersieht man den Satz: 
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276 Weyrauch^ zur Thsarü der DeürmmauUn. 

In den Gliedern der Determinante n^ Ordnung koHimen ebenso oft 
m bestimmte Elemente der Diagonale vor, wie m — p bestimmte Elemente 
in Gliedern der Determinante n—p^ Ordnung. 

Nach den bekannten Eigenschaften der Determinanten versteht es sidi 
von selbst, dass die gefundenen Losungen der Fragen in Betreff des Sy- 
stems der n Diagonalelemente der Determinante D genau ebenso gelten,* 
wenn man die Diagonalelemente durch irgend ein System n tranaversakr 
Elemente ersetasfe, d. h. n solcher Elemente, unter welchen sich weder 
zwei aus derselben Horizontalreihe, noch zwei aus derselben Vertical reihe 
befinden. 

Berlin, November 1871. 
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U^ber Normalefi rationaler Raumeurven. 

(Von H«n Emü W^j/r m P^.) 



Iii6 sei Cn eine ratiiHiale Biuimcurve n^ Ordnung« Uin die durch 
einen beliebigen Punkt o des Raames gehenden Normalen der Ckirve. sa 
erhalten^ beteachle man q als Mittelpunkt ^ea Syatema coneeiiliischer 
Kugeln; es werden dann so viele Normalen der Cunre' duidi denPm^^ 
gehen, alis ^ jK.ugeki des Systems gidbt, die C« berflhren« und zwar wen- 
den die Fusspunkte der Normalen zugleich die BerQhrungiqmnkto der taiH 
guimde» Kag«lDi^. 

Das System coneeiitrischer Kugek ist ein FlftehedbOsehel zweitaii 
Grades^, ia welchem die unendlich entfemte Ebene des Raumes di^pelfc gas 
zfthlt auch eine Flache des BQschels darstellt; denn die Flfichen hahan iä 
der unendlich entfernten Ebene Iftngs des imagin&ren KugeUb^e^ einen 
gemeinschaftlichen Tangentenkegel, dessen Mittelpunkt o ist. ^ 

Das System concentiischer Kugeln wird somit auf der rationalen 
Raumcurve eine Punktinvolutiion 2n^ Grrades bestimmen*), nftmlich jene, 
welche von den Gruppen der 2n Schnittpunkte der Curve mit den einzeln 
nen Kugeln des Systems gebildet wird. Diese Involution wird somit 
2(3n — 1) d. L 4n — 2 Doppelpunkte besitzen, unter welchen sich jedoch 
auch die n unendlich entfernten Punkte. .der Curve C» befinden. Diese un- 
endlich entfernten Punkte sind Doppelpunkte der in Betracht gezogenen 
Involution, da sie die Schnittpunkte der Curve mit der doppelt gezahlten 
unendlich entfernten Ebene sind und daher jeder von ihnen f&r zwei einfache 
Schnittpunkte gilt. Im Endlichen verbleiben somit nur noch 3n — 3 
Doppelpunkte der Involution und jeder von ihnen giebt Veranlassung zu 
dner berfihrenden Kugel des concentrischen Systems, und somit zu einw 
durch o gehenden Normale der Curve C». Wir gelangen daher zu fol- 
gendem Ergebniss: 



2Si^6: ^So]^ alcone sinffolarita di seoond" ordine delle curve gobbe rasionali*. 
di matematica tomo IV. Imc. IV. 
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Durch einen beliebigen Punkt des Raumes gehen 3n — 2 Normalen 
einer rationalen Raumcurve n^^ Ordnung. 

Jede durch o gehende Normale von C» liegt in einer durch o gehen- 
den Normalebene der Curve, und umgekehrt liefert jede durch o gehende 
Normalebfii^e . voa ; Cn * eine du|nh deuMlben Puukt^ .gebendt^ ^oivnale der 
Cunre, so dass wir auch sagen kOnnen: 

Durch einen beliebigen Punkt des Raumes gehen 3fi — 2 Normal- 
ebenen einer rationalen Raumcurve n^ Ordnung. 

Die Kormaiebenen smd BerCdiruhgsebeneii der Fliehe d«^ ErOm- 
mungeaxen und wir haben daher auch den Satz: 

Die Flache der Sriimmungsaxen einer rationalen Reemnoutt^ n^ 
Ordnung ist vofn der 8n — 2^ CUuse. 

£b sei hier bemerkt, dass die Fliciie der KrOattBongsaalLen >Mi 
Gcwle 6(n~l) irt. 

Dieselben Betrachtungen, welche wir fOr Raumeorven durchgefllliit 
kabea, laasien sidi auch fftr rationale ebene Oarv«i anst^len, ui^ es tritt 
dm Stelle dea ecmcentrischeii Kugelsysteiss ein SyateMi cotieentriMlifiik' 



w ' 



Prag, im Öctober 18 Tl. 
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Ueber cfie Anzahl der Doppelnormalen einer 

rationalen Raiuncurve. 



■ i 

(Von Hmm Emü Weyr in Prag.) 



iM enn man die Ergejbniase der Betrachttuigen, welcbe ui dend 
S. 189 — ^^193 dieses Bandes abgedruckten, sowie in dem yorBtehenden Auf- 
satz enttuJten sind, ^eichzeitig auf die rationalen Räumcurven zur Ahwe^ 
düng bringt, so kann man in folgender Weise die Zahl der Dopp^lnorma^ 
len einer Raumcurve n^ Ordnung bestimmen. Sei x ein Punkt der Raum- 
curve C„, u seine Normalebene und y einer von den weiteren n — 1 
Schnittpunkten der Ebene a mit der Curve C». Wenn wir nun dem 
Punkte X den Punkt y als entsprechend zuordnen, so ist es nicht 
sdiwer, die Grade dieser Verwandtschaft zu bestimmen. Zunächst 
ist aus dem Gesagten klar, dass jedem Punkte x^ n — 1 Punkte y ent- 
sprechen, so dass das y-System (n — l)-deutig ist. Dagegen kann man durch 
einen Punkt y der Curve ausser dessen Normalebene noch weitere (3n— 2)— 1 
d. i. 3n— 3 Normalebenen zur Curve C„ legen, deren Fusspunkte ebenso- 
viele, dem Punkte y entsprechende Punkte x sind. Das :p-Syst6m ist so- 
mit 3(n — l)-deutig. Die Zahl der involutorischen Elementenpaare wird somit. 

T [ (n-1) (n-2)+ 3 (n-l)(3n-4) j =(n-l) (5n-7) 

sein. Bezeichnet man mit d/, y' die Punkte eines solchen involutorischen 
Elementenpaares, so wird nach der Art der angegebenen Verwandtschaft 
der beiden Systeme die Beziehung zwischen a! und j/ darin bestehen, dass 
die Normalebene des einen Punktes durch den anderen Punkt hindurch- 
geht. Die Schnittlinie der beiden Normalebenen , welche man in a! und y' 
zur Curve C„ legen kann, wird somit die Gerade tIj/ selbst sein, woraus 
nun unmittelbar folgt, dass diese Verbindungslinie siif eine Doppelnormale 
der Raumcurve C« ist. Wir können somit sagen: 

Eine rationale Raumcurve n^ Ordnung besitzt (n— l)(&n — 7) 
Doppelnormalen, 



280 ^^' WeyTy Amahl der Doppelnormalen rationaler Raumeurven. 

Von diesen Doppelnormalen liegen jedoch -^-g — ^ der unendlich 

entfernten Ebene des Raumes , da man hier so wie bei den ebenen Gurven 
die Verbindungslinie zweier imendlich entfernten Punkte der Gurve als eine 
Doppelnormale b^etrachten muss. Im Endlichen verbleibei) somit, bloss: 

Doppelnormalen, so dass wir den folgenden Satz aussprechen können: 

Eine rationale Raumcurve n*^ Ordnung besitzt ^ m 

Endlichen liegende Doppelnormalen. 

Ein Kegelschnitt besitzt im Endlichen zwei^ eine cubiaehe Baumcurve 
dreuehßfiy eine Raumcurve vierter Ordnung zweiter Art 33 Doi^pelnormf: 
l^D u. s. w. 

Pragy im Oetober 187L 
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lieber Auflösung von Gleichungen und Summation 
von Reihen durch bestimmte Integrale. 

(Von Herrn Paul du Bois-Reymond in Freiburg i. Br.) 



Jbis besteht jedenfalls nur eine dusserliche und keine tiefer im Wesen 
der Sache begrflndete Verwandtschaft zwischen den Lösungen der beiden Pro- 
bleme: Die Wurzeln beliebiger Gleichungen, und die Summen von Reihen 
durch allgemeine Formeln darzustellen. Es seien Z, , Z2 , ... Z, Wurzeln 

einer Gleichung f{i)==0. Gelingt es, die Summe dieser Wurzeln: Z^-l-Z,-] |-Z. 

durch allgemeine Formeln z. B. durch bestimmte Integrale darzustellen, so 
kann man erfahrungsgemfiss auch gewöhnlich die Summe F{Zi)+F{Z2)+^'+F{Z^\ 
wo F eine beliebige Function, in ähnlicher Weise ausdrücken. Ist dann z. B. 
<p{i)+(p{2)+(p(S)'^'*' + (p{n) zu Summiren, so wird dies geleistet sein, wenn 
man (p = F und f{s) = sm7iss setzt. 

Dergleichen allgemeine Formeln, zu denen man auch die Lagrcmgesche 
Reihe zählen muss, sind schon oft genug von verschiedenen Autoren auf- 
gestellt worden, wobei zumeist entweder Integrale mit complexen Grenzen 
oder der Fourierschen ähnliche Formeln das Mittel lieferten. Die Lagrangesche 
Reihe abgerechnet, sind nun zwar solche Formeln ohne praktischen Nutzen 
geblieben. Gleichwohl meine ich, es könne einiges Interesse haben, die ge- 
meinsame Quelle auch jener Formeln in der so ergebnissreichen Lehre der Ober 
complexe Wege genommenen Integrale aufgedeckt zu finden. Es zeigt sich, 
dass die Lagrangesche Reihe, die älteren Formeln von Parceeal, Jacobi, 
Cauchy und verschiedene andere von geringerer Bedeutung, nahe liegende 
Consequenzen aus gewissen allgemeinen Formeln sind, die ihrerseits wieder 
aus dem Cauchyschen Fundamentaltheorem: 

sich sehr leicht herleiten lassen. Mit jenen allgemeinen Formeln sind gemeint 
die Formeln (5.), (6.) und (8.) der folgenden Mittheilung. Ich erlaube mir be- 
sonders auf die im Art. IV. enthaltene Discussion der Lagrangeschen Reihe 
aufmerksam zu machen, welche nicht allein zu dem ihr Legitimitätsgebiet endgültig 
beherrschenden Satze führt, sondern (Bemerkungen) auch zeigt, welche Richtung 
zu einer vollständigen Theorie jener Reihe die Untersuchung einzuschlagen hat. 

Journal für Mathematik Bd. LXXIV. Heft 4. 36 
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I. Ueber einige complexe Integrale. 

Man hat: 

z 
J 10gJ5rf« = |(Äl0gÄ— ä), 

WO mit der Bezeichnung rechts vom Gleichheitszeichen die Differenz der 
Werthe fflr ^ und iSo gemeint ist. 

Lassen wir die variable obere Grenze des Integrals um den Null- 
punkt herumgehen und in den Punkt ^ zurückkehren, so erhalten wir: 

(1.) j\o%&d:s = 27ifÄo, 

weil der Logarithmus bei diesem Umgang um 2n% zugenommen hat. Der 
Werth dieses Integrals hfingt also vom Ausgangspunkt des Integrationsweges 
ab, sonst ist es vom Integrationsweg, wofern er den Nullpunkt umschliesst, 
unabhängig. 

Ferner ist: 

z 

y"log(l-f)rfa = |((a-Z)log(»-Z)-»log»). 

Wird die variable obere Grenze um die Punkte j5 = 0, j5 = Z herum zum 
Punkt j( = i5o zurflckgefahrt, so ergiebt sich: 

(2.) y**log(l-^)rf« = («o-Z)27if-«o27if = -27iiZ. 

Das Integral linker Hand hangt also lediglich vom Punkt Z ab und ist vom 
Integrationsweg, wofern er die Punkte :5 = 0, j8 = Z umschliesst, ganz un- 
abhängig. 

Drittens ist: 

z 

/V(a)log(a-Z)rfa = ^Fiz)\og{z-Z)-ß-^dz. 

Wir nehmen an, dass innerhalb des Gebietes, dem der Integrationsweg des In- 
tegrals linker Hand angehört, F{i) eindeutig, stelig ist, und lassen die obere 
Grenze z um den Punkt js = Z herumgehen und zum Punkt i5 = j5o zurückkehren. 
Wir finden dann: 

(3.) yV(a)log(«^Z)rf3 = 2^f|F(ao)-F(Z)}. 
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Endlich ist: 

/VWlog(l-|)rf« = JF(s)log(l-f)-/'^rf,. 
Wegen : 

J »(» — Z) J » — Z J « 

erhält man durch Heramfähren des Inlegrationsweges um die Punkte « = 0, i^Z 

(4.) /V(a)log(l-|)rf» = -27i,'|F(Z)-F(0)j. 

II. Anwendung dieser Integrale, um die Wurzeln von Gleichungen 

auszudrücken. 

Nun sei eine Function ^(:8) gegeben, die in einem Gebiet 7 auf die 
Form gebracht werden kann: 

(a - z,r^ (« - z,T. . . (« - z,r^ u («). 

wo ^(is) im ganzen Gebiete 7 stetig, eindeutig, nullfrei ist, so dass in diesem 
Gebiete 7 auch log/'i(j5) stetig und eindeutig ist. Wir dividiren die vor- 
stehende Gleichung mit j9A'i+/'>+ •+;<^^ nehmen an beiden Seiten die Logarithmen 
und multipliciren die Gleichung mit einer stetigen und eindeutigen Function 
F(ä). Dies giebt: 

^iF'(Ä)log(l-f.)+A'2F'Wlog(l--^)+..-+/i,F'(Ä)log(l^ 

= ^^Wtog ^.Jff.^^^ -FWlogAW. 

Diese Gleichung integriren wir aber einen die Punkte j5 = 0, 2; = Z|, 
J5 = Z2, ... s = Z^ umschliessenden, dem Gebiete 7 angehörigen in sich zu- 
rückkehrenden Weg. Nach dem Obigen folgt: 

da das Integral / 'F'(z)]ogfi{z)dsi unter den über F'(j5) und /i(») gemachten 

Voraussetzungen Null ist. Ganz ahnlich würden wir, wenn wir nicht mit 
jjA'i+/Wi+..H-/'^ dividirt hätten, gefunden haben: 

j A^,F(Z,)4-.t/2F(Z,) + ...+/t,F(Z,) 

^^'^ = C^i+.t'2 + ---+i",)F(«.0--2^/V(«)logA'a)^^^ 

36» 
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WO der Integ^ationsweg den Punkt j5 = nicht zu umschliessen braucht. 
Lasst man den Integrationsweg ausgehen von einem Punkte, in dem F{fi) 
verschwindet, so ist einfach: 

(7.) /t,F(Z0 + /x2F(Z,) + -+itt,F(Z,) = -^y*V(«)log/^(Ä)rfÄ. 

Durch partielle Integration kann man den Logarithmus unter dem In- 
tegralzeichen entfernen. Setzt man 

z 

/"F'iz)\ognz)dz = lim_.[|FC»)logA*)-/'-^^^rf»j, 



so Ifisst sich zeigen, dass 



woraus dann folgt: 

(8.) i^,FiZ,)+fi,F(Z,-)+.:+,u^F(Z^) = ^/ ^ ^yff '^ dz, *) 

wie man auch ohne Weiteres direct findet, wenn man 

t 

logarithmisch differentiirt, mit Fiz) multiplicirt , und Ober einen die Punkte 
Ä = Zi , ... z = Z^ umschliessenden Weg integrirt. 

III. üeber die Anwendungen von Formel (8.). 

Mit HOlfe von Formel (8.) kann man Wurzeln beliebiger Gleichungen, 
sobald man ungef&hr den Ort der Wurzel kennt, und die Functionen F, f die 
ihnen auferlegten Bedingungen erfflllen, durch einfache Integrale ausdrücken. 
Diese Integrale sind aber von abschreckender Zusammengesetztheit. Sie ent- 
halten, wenn man z. B. Kreise zu Integrationswegen wählt, zwischen gewissen 
Grenzen willkürliche Parameter, deren Veränderung auf den Werth des In- 
tegrals ohne Einfluss bleibt. Demnach sind diese einfachen Integrale im 
Grunde doch verkappte Doppelintegrale, und zwar von der Art, welche ich 
Fofinersche Doppelintegrale genannt habe, die nämlich von einer Inte- 
grationsgrenze unabhängig sind, eine Verwandtschaft, die auch Jacobi auf- 
gefallen ist. (Dieses Journ. Bd. 2. pag. 7). 



*) Diese Formel hat schon Cauchy gegeben^ siehe Valson^ „La vie et les travaux 
du Baron Cauchy,^ 2. Th., pag. 87. 
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Weiter kann die Formel (8.) zur Summation fast jeglicher Reihe 
dienen^ und damit auch zur Auflösung von Differenzengleichungen. Aber 
nicht allein gelten hier die eben gemachten Bemerkungen Ober die Compli- 
cation der Integrale, sondern es kommt noch eine Schwierigkeit hinzu. Wenn 
igan z. B. die unendliche Heihe F(1)4-F(2)H — dadurch summiren will, dass 
man f{z) = Sinns setzt, so hat man darauf zu sehen, dass der um alle Wurzeln 
von sin :^ J5 = gefflhrte Integrationsweg von 

ein coneergentes Integral ' ergiebt. 

Diese Bedingung zwingt häufig Integrationswege zu wfihlen, die das 
Integral noch viel complicirter machen. Um z. B. die Reihe 

8iny 8in4;' sin 9/ 

T Ä 1 n 1 



1 



8iny»' 



ZU Summiren, hat man ^(ä)= sinns^ P(^) = — f — zu setzen, und, 
wegen F(ä) = F(— ä), z. B.: 

für a?>0, y = ±c"*'' 

für a:-<0, y = ±c* 

als Integrationsweg zu nehmen. Der Integrationsweg muss sich im Unend- 
lichen ziemlich rasch der reellen Linie n&hern. Setzt man ^^ar+te"-^^ so 
findet man auf diese Weise: 

WO das Zeichen 3 bedeutet, dass man den imaginären Theil der rechts davon 
stehenden Grösse zu nehmen hat. Vorstehende Reihe lässt sich übrigens auf 
anderem Wege viel leichter summiren. 

IV. Die La(/ran(/e8che Reihe als Consequenz von Formel (6.). 

Unter älteren allgemeinen Formeln, welche den obigen Analoges leisten, 
ist die Lagrangesche Reihe die berühmteste. Lagrange fand, dass die Glei- 
chung für z: 

• . 

eine Wurzel j5 = Z habe , von der eine beliebige Function F(Z) sich aus- 
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drficken ISsst, wie folgt: 

(18.) F^^) = F«HniMiH:^'-^^^^j:y^^+-- 

Von Alteren Versuchen abgesehen, hat vor einiger Zeit Hr. Rouehe *) 
das Lagrafigesche Ergebniss einer genaueren Prüfung unterworfen. Sein 
wichtigster Satz scheint mir aber nicht allgemein genug zu sein, und der 
Beweis dieses Salzes, der sich auf die Potenzentwickelung einer nicht ein- 
deutigen Grösse und die Differentiation dieser Entwickelung slfltzt, scheint 
mir andere Beweismethoden wQnschenswerth zu machen. Formel (6.) eignet 
sich dazu, die Grenzen der Gültigkeit der Lagrangeschen Reihe und die Be- 
schaffenheit ihrer Wurzeln mit aller Strenge festzustellen. 

Es sei eine Gleichung f{z) = gegeben, die wir uns in dieser Form 

(13.) /^(ä)=^-C-9>(«) = 

geschrieben denken, wo ^ eine gewisse complexe Grösse vorstellt, die auch 
Null sein kann. 

Wir machen folgende Annahmen. 

1) Das Gebiet T, in welchem mod ^_ ^ <; 1 ist, umschliesse den 

Punkt* Ä = Z. 

2) Im Gebiet T*, das zu Begrenzungen nur die äusseren, nicht die 
inneren Begrenzungen von 7 hat, dem mithin der Punkt is = Z angehört, ist 
<p{z) stetig und eindeutig. 

3) Die Function F{z) ist im Gebiete 7* stetig und eindeutig. 
Alsdann gilt der Salz: 

Es liegt stets ein aber nur ein Wurzelpunkt im Gebiet 7* und zwar 
auf einer inneren Begrenzung eon 7. Nennen wir diesen Wurzelpunkt Z, so 

ist Xm^^^z—-^-—^^^ ^on Null und Unendlich verschieden, und man hat: 

F(Z) = F(?)+F(?)<jp(g)+y^ — -^ — +j;23 -^ +•... 

Beweis. 

Formel (6.) lautet in unserem Fall: 

j tt,F(Z.)+.tt,F(Z,)+...+|tt,F(Z,) 



•) iic. Polytechn. Tome XXII., cab. 39, p. 193. 
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Wir schreiben das Integral rechter Hand, wie folgt: 

und drücken die beiden Integrale rechter Hand anders aas. 

Was das zweite betrifft, so haben wir wegen Formel (3.): 

(^^•) -2^/'*^Wlog(«-^)rf^ = -|F(«o)-F(^)|. 

«0 

Im ersten Integral 

können wir im Gebiete 7 den Logarithmus nach Potenzen von ^li ent- 
wickeln, wodurch es fibergeht in: 

Das Integralzeichen setzen wir vor jedes einzelne Glied der Reihe und wenden 
bei jedem einzelnen Gliede die Formel 






an, deren bekannte Voraussetzungen, wenn 4^{fi) successive gleich F{%)if{i)^ 
F'{s)(p(ssy^ etc. angenommen wird, im Gebiet T* zutreffen. Wir erhalten: 

-^/Vwiog(i-^).. 

(16.) • 



= F'(gy(g+-^72- — ^ — +T2T — d^ — + 



• • • • 



Nachdem wir so das Integral rechter Hand in (6°.) amgeformt haben, geht 
(6".) über in: 

, «.F(Z,)+/<,F(ZO+-+.tt,F(Z,) 

'^"-^ i= F(»..) {fi,+ /^+ . . • + ,»,-1 \+F{^)+ F{Z) y (g) + j^ «^nöy (C ^ . . . ^ 

aus welcher Formel sich die Richtigkeit des behaupteten Satzes ohne Weiteres 
ergiebt. Denn erstens kommt der willkürliche Anfangswerth F(j5u) nur im 
ersten Gliede rechter Hand vor, das demnach fär sich Null sein muss, 
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woraus folgt: 

/^i+.^H h^e = 1. 

Zweitens sind die fi ganze Zahlen, da 2 — ^— 9?(^) im Gebiet T* stetige ein- 
deutig ist, also sind die fi Null bis auf Eines, das gleich 1 ist. Drittens kann die 

Wurzel nur in der Grenze der Gebiete liegen, in denen mod _^ kleiner 

und grösser als Eins ist, da, wenn wir die Wurzel Z nennen^ ^^-4- = l ist. 
Endlich ist wegen (6^.): 

• 

F{Z) = F(C) + F'(C)9®+-^ ^^COKg)' ^ ^^^ 

Q. E. D. 

Bemerkungen. l)Ganz in der nämlichen Weise wird man noch 
andere Wurzeln von f{z) = erhalten können. Wir geben dieser Gleichung 
die Form: 

Durch den nämlichen Gedankengang wie oben findet man alsdann, dass im 

Gebiete T/, das mit dem Gebiet mod . _ v ^ <C 1 die äusseren Begrenzungen 

gemein hat und den Punkt j5 = ^i enthält, zwei einfache oder eine Doppel- 
wurzel f(z) = liegt, und nennt man diese Wurzeln Z|, Z^^ so kann man 
F{Zi) + F{Z2) durch eine Reihe ausdrücken. So kann man leicht den obigen 
Satz immer mehr verallgemeinern, wie übrigens schon Herr Rouche ge- 
zeigt hat. 

2) Im Falle die dem obigen Satze zu Grunde liegende Annahme, dass 
(p{z) im Gebiete T* eindeutig sei, nicht erfüllt ist, gestalten sich die Dinge 

verwickelter. In besonderen Fallen, wie für /"(ä) = ]/l — a', ^ = 0, wo also 
^^ = 1— ]/l — a""\ erhält man in der That /U|-f^ = l und moda = oo als 

äussere Grenze des Gebiets mod^^^<l 1, auch ist hier die Umformung (16.) 



und die Entwickelung von 4F(+1) + ^F(— 1) nach der La^ran^escheu Reihe 
gestattet, eine weitere Untersuchung dieser Verhältnisse habe ich indessen 
nicht angestellt. 

3) Wie man aus dem obigen Theorem ersieht, beruht die Möglichkeit 
der Entwickelung einer bestimmten Wurzel einer Gleichung f^{s6) = in die La- 
^rait^esche Reihe darauf, dass für diese Wurzel eine Grösse ^ gefunden werde, der 

Art, dass das Gebiet, in dem mod(l — ^i>")<l 'st, den fraglichen Wurzel- 



N 
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punkt volIstSndig umgebe. Wenn für einen Wurzelpunkt Z Oberhaupt ein 
solcher Punkt ^ exislirt, so wird es nicht bloss einen solchen Punkt 'C geben, 
sondern ein ganzes Gebiet, in dem der Punkt ^ beliebig gewählt werden darf. 
So gehört dann zu jedem Wurzelpunkt ein Gebiet ^. Nehmen wir z. B. 
f(z) = ^OpS^ an, so würde die fernere Theorie der La^ran^eschen Reihe sich 
zunächst zu beschäftigen haben mit der Frage: Welches sind die Begrenzungen 
der durch die Wurzeln einer algebraischen Gleichung bestimmten Gebiete ^? 
Diese Frage wird gegenwärtig hier untersucht. 

V. Beziehung zwischen den obigen Formeln und den Formeln 

von Parceval, Jacobi, Cauchy. 

Marc-Antoine Parceeal*) scheint zuerst allgemeine Formeln aufge- 
stellt zu haben, welche Wurzeln von Gleichungen in Form von bestimmten 
Integralen ausdrücken. Wenngleich seine Formeln ohne directe Anwendung 
geblieben sind, so haben sie doch den Nutzen gehabt, die Mathematiker zu 
interessiren , und weitere zum Theil sehr merkwürdige Untersuchungen her- 
vorzurufen, wie denn die Rolle, welche in ParceecUs Formeln das imaginäre 
Symbol spielt, Einfluss auf die Richtung der Cafic%schen Arbeiten gehabt 
haben soll. 

Parceeal summirt die Za^aft^esche Reihe, wie folgt. Die nach x 
aufzulösende Gleichung sei a— a;+9(^) = 0, und p sei die durch die Xa- 
^ofi^esche Reihe ausgedrückte Wurzel der Gleichung, so dass: 

Er geht von der leicht zu verificirenden Bemerkung aus, dass die Grösse 
— «logjl 9>(^+«) nach steigenden tind fallenden Potenzen von s ent- 
wickelt als von s unabhängiges Glied die Lagrangesche Reihe rechter Hand 
in vorstehender Formel hat. Setzt man nun in: 

— «log|l— y9)(a+«)} = Ait+A,s +••• 

cosr + fsinr statt s, so wird der reelle Theil der Reihe rechter Hand: 

Ao + {Ai + Bi)cosf>+(A2+B2)cos2v + '-' 



*) M^raoires de» Savans ^trangers 1806. 

Joarnal für Mathematik Bd. LXXIV. Heft 4. 37 
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und giebt von bis n integrirt tiAq. Setzen wir daher cosr+tsinr = Fi, 
oosi?— fsinr= F2. so wird: 

sein, welches die Parceealsche Formel ist. Es ist leicht zu sehen, dass sie 
eine Consequenz ist von Formel (5.j: 

F(Z)-F(0) = -^y'V(*)log(-^)rfa, 

in der ich gleich //j == 1 , ^^ = /^3 = • • • = angenommen habe. Denn setzt 
man darin F(j5) = ä, /"(ä) = «— 9>(« + ä) und integrirt über einen Kreis mit 
dem Halbmesser 1 und dem Mittelpunkt j5 = 0, so wird die vorstehende Formel: 

fw ' * /'^^i /^4 Cp(a + co8fJ + »8infj) \, ... , . 

Z = — -rt— / log(l— -^^-^^ — ■ :-4-, =^ l{cosr+«sinr}ar. 

2nJ ^\ co8t?4-«8mt? /* ' 

Diese Formel geht, wenn man 

und Z=p — a setzt, in die Parcef>alsche Formel (17.) über. Er giebt ihr 

noch eine andere Gestalt, indem er die Functionen ^ y ' , ^ y 

in den Logarithmen und dann die Logarithmen selbst in ihre reellen und ima- 
ginären Theile zerlegt. In dieser Gestalt ist dann die Parcera/sche Formel 
auf strengere und allgemeinere Weise von Jacobi*) abgeleitet worden. Die 
Parcera/sche Formel, so wie sie eben hergeleitet wurde, hat nämlich nicht 
allein dieselben Mängel wie die Lagrangesche Reihe bei ihrer ursprünglichen 
Herleitung, dass man in der That nicift weiss, ob mau eine Wurzel und welche 
man durch sie erhalt: Ausserdem setzt die Parcera/sche Formel noch voraus, 
dass im Kreise mit dem Halbmesser Eins und dem Mittelpunkt j5 = eine 
Wurzel liege, da sie nur in diesem Falle die Summe der Lo^ran^eschen 
Reihe ist. . 

Jacobis Entwickelung ist von der La^an^eschen Reihe unabhängig. 
Sie beruht auf der Vergleichung der Coefficienten der Entwickelungen einer 
Function nach Potenzen und nach Fotinerschen Reihen. Entwickelt man 
<p{r.&") einmal nach Potenzen von r.e'"" (zwischen den Grenzen von r^ zwischen 



') Dieses Journ. 2. Bd., pag. 1. 
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denen die Entwickelung legitim ist), das andere Mal nach den Sinus und Cosinus 
der Vielfachen von «, schreibt r"(cos«r+f8in«r) statt r^.e*"*' in der Potenz- 
entwickelung, so kann mau die Integrale 

(p {r.e*"") COS ntdv, / (p{r.e^")sinnvdv, 



— n — n 



welche als Goefficienten der Fourierschen Entwickelung von (p{r.e'") auftreten, 
durch Gleichsetzung der Goefficienten von cosnf>, svnne in der Potenzent- 
wickelung und in der Fotirterschen Entwickelung bestimmen. Nun sei die 
aufzulösende Gleichung: 

(p{x) = ö + 6a?-f ca?^+-- + a^ = 0, 
und a\ a!\ . . . a^^ seien ihre nach der Grösse der Moduln geordneten 
Wurzeln. Alsdann ist 

\o%(p{x) = log(a?— a')+log(a? — a")H |-log(a? — a^^). 

Hierin x = r.e'" gesetzt, kann man im Falle 

mod. a^*^ < r < mod. a^*+*> 
die Logarithmen rechter Hand bis incl. log (x — a^"^) nach fallenden und die 
flbrigen nach steigenden Potenzen von x^ die Grösse linker Hand und den 
imaginären Theil des rechts restirenden logo; aber in eine Sinus-Gosinus-Reihe 
entwickeln und die angedeutete Vergleichung der Goefficienten vornehmen. 
Setzen wir g)(r.e*'')= U+Vi, so entwickelt Jacobi indessen nicht log (17+^1) 
sondern, (p{a) als reell vorausgesetzt, die Grössen: 

log9(r.O + log9(r.6-'') = log{lP+r), 

i V 

-^(log<;p(r.Ö-log<5p(r.e-*")) = arctg-j^- 

Die Yergleichnng der Goefficienten dieser zwei Paare von Entwickelangen führt 
schliesslich zu den /aco6tschen Formeln: 



«'"+«"•+-. +««"= (-1 )-Är"+ ^/^" jsin»M» arctg ~-coam)\og}flPlV'\ de , 
(18.) ( . -" ^^ 

—TT 

(In der zweiten Formel fehlt 1. e. pag. 6 im ersten Gliede rechts das p, 
welches ich wiederhergestellt habe.) 

Beide Formeln (18.) ergeben sieh mit liOichtigkeit aus Formel (6.): 

37» 
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WO im Gebiet der Integration rechter Hand F{z\ f{i) stetig, eindeutig sind 
and das Gebiet den Punkt j& = nicht zu enthalten braucht. 
Setzen wir in Forniel (6.): 

/(a) = 0+6« + -+»" == U+ Vi, F{z) = Ä% p = k, iu, = u, = ... = /t^ .-= 1, 

2^ = «', Z2 = a", ... Z^ = a^^^, Zo='-r, und integriren über einen Kreis mit 
dem Mittelpunkt ^5 = und dem Radios r, so wird aus (6.) zunächst: 

«'-+a"'»4.... + a^*)" = Ä(^r)"--2^y^^V"-*e^"-*>^log^ 



— n 



Durch Trennung des Reellen vom Imaginären wird das Integral rechter Hand: 

/ fir" /*+'*( V 

i y-y dv Jsin ne arctg jj — cos nv log |/'l/^+ F^ 

(19.) . "" 

— i(sinnv log |/ü^^+ F^+coswt? arctg -yr)} • 

Unter der Voraussetzung, dass die a reell oder nur conjugirt imaginär sind, 
muss der imaginäre Theil des Integrals verschwinden, wodurch man die erste 
Jaco&tsche Formel erhält. Um die zweite zu finden, wählen wir zum Inte- 
grationsweg in (6.) zwei um js = concentrische Kreise mit den Radien r 
und /i >> r^ die durch eine (zweimal in entgegengesetzter Richtung zu durch- 
laufende) Gerade verbunden sind. Ferner setzen wirF(»)=Ä~% /^i=/i2=...=^^=l, 
p =:p — &, Zi = a^*+'\ ... Z^ = a^^, j5y == — r. Alsdann folgt unter der An- 
nahme R > mod. a^^^ aus (6.) : 

_J_, I ^ ^ P-^ c> . c> 

WO 3r BUS (19.) erhalten wird durch Vertauschung von n mit — f». Das ne- 
gative Zeichen hat 3^^ weil jetzt der Kreis mit dem Radius r in entgegen- 
gesetzter Richtung wie bei Ableitung der ersten Formel durchlaufen wird, 
da er die innere Begrenzung des Wurzelgebieta bildet. 3ji folgt aus (19.) 
durch Vertauschung von r mit R und n mit ^n, Lässt man R unendlich 
werden, so sieht man, dass ^ji verschwindet, so dass durch Fortlassen 
des imaginären Theiis von 3^ sich die zweite Gleichung (18.) ergiebt. 

Wir wollen schliesslich noch einige Formeln betrachten, die von Cauchy 
herrühren und typisch für mehrere von verschiedenen Autoren publicirte 
Formeln sind. Sie sind besondere Fälle von Formel (8.). Es sind die Formeln 
(22.), (23.), (24.) in den Observations zu seinem ^Memoire sur Tintegratioa 
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des equations lineaires,^^ Ec. pol. XII. Bd. pag. 580. Seine Ableitung dieser 
Formeln stätzt sich auf die integrales singulieres (d. i. Doppelintegrale Ober 
ein Gebiet mit einer endlichen und einer unendlich kleinen Dimension), und 
lässt sich nicht kurz darstellen. Formel (23.) 1. c. lautet: 



V* 

wo 



ist, und die Functionen F{x\ (p{x\ (d[x) und die Grössen a\), . . . x,^i folgende Be- 
deutung haben. In der heutigen Ausdrncksweise sind F{x\ (p{x\ w{x) im 
rechteckigen Gebiet, das von den Geraden x = u'y x = u"y y = f>', y=t?' 
(fi''>>ti'^r">>r') eingeschlossen ist, stetig, eindeutig, und o^j, . . . x^^i sind die 
Wurzeln von F{x) in diesem Gebiet. Alsdann ist aber die Begrenzung des 

Rechtecks genommen oBenhar jf (z) dz = /q>{z)y^dss. Die rechte Seite in 

(20.) erhält man aus dem Integral rechts in (8.): 






2n 

unter Voraussetzung jenes rechteckigen Integrationsweges, und wenn man 
ip{%) statt F(js), F(js) statt f{%) schreibt. Die flbrigen von Cauchy I.e. mit- 
getheilten Formeln, sowie ähnliche von anderen Autoren unterscheiden sich 
von (20.) nur durch den Integrationsweg. 

Freiburg i. Br., October 1871. 
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Theoreme general concernant la grandeur • relative 
des infinis des fonctions et de leurs deriv^es. 

(Par. M. P. du Bois-Reymond k Fribourg-en-Brißgau.) 



A.OX observalions sur les types infinitaires des fonclions que j'ai 
communiquees dans le second articie du memoire: Sur la grafideur relathe 
des infinis des fonctions (Annali di Matematica, Tom. lY. pag. 338) j'en 
ajouterai quelques - unes , qui serviront a completer la theorie de ces 
types. De cette theorie resulte finalement un theoreme tres-general 

(No. 6) qui etablit comroent une seule fonction r^ verifiant les relations 

v^ f(x) 

lim-77-T = liro-^-^ = oc, regit les infinis de toutes les derivees de la fonction 

f{x) pour x=^oo^ suppose que ces derivees n'aient pas un nombre infini de 
maxima et minima. 

1. Enumeration des notations et expressions employ^es 

dans ce memoire. 

Conformement au memoire cite les notations /(o?) > (p{x)^ fi(x) OJ (pi{x)^ 
f2[x)<(p^{x) signifient que les rapports ^, ^^, Ag ont pour a? = (x 

respectivement une limite infinie, finie, zero, sans savoir egard au signe. 

Les fonclions f eX ip devenant infinies pour a; = oc, on dira que f{x) 

> 
a un infini superieur, egal, inferieur a celui de 9)(a;), selon que f{x) oj (p{x). 

< 
Et si / et 9 s'annulent pour x = oo^ on dira encore que le zero de f est on 

superieur ou egal, ou bien inferieur a celui de q>{x) suivant que Ton trouve 

> 

f{x) c\)(p{x), 

< 

Enfin, quand pour deux fonctions f{x) et e = v{x)^ qui deviennent 
infinies ä la limite a; = oo, on a i?^ > f{x) > t?**, la fonction t = -rr- sera 



dx 
appele le type infinitaire de f{x)^ qui, comme nous Tavons demontre, jouit de 

la propriete caracteristique : 
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II va Sans dire qne les notations > < cooservent leur valeur quand 
une des fonctions separees par ces signes a nne limite finie, et la Dotation 
(\j ^ quand les deux fonctions qu'elle separe ont une limite finie: Mais alors 
il ne pourra plus ötre question d'infinis ou de zeros plus grands ou moins 
grands. 

2. Rapport entre Icb types des fonctions ä limite infinie et ä limite z^ro. 

Si dans le memoire cite nous ne nous sommes guere oecupe que de 
fonctions a limite infinie, il - est pourtant evident que tous les theoremes sur 
les types que nous y avons proposes, sont egalement applicables aux cas 
oü les fonctions separees par les signes y^ oo <, s'annulent pour x = oc. 

Soit en effet /09 '19 ••• 1^ serie de tous les types de toutes les 
fonctions qui deviennent infinies pour a: = 00 , il faudra de mdme considerer 
... /i, to Gomme la serie des types de toutes les fonctions qui s'annulent pour 
x = 00. Car si r^ > f{x) > i?**, on aura toujours une fonction correspon- 

dante /;(aj) = jrr-r qui satisfait a Tinegalite v"^ < fi{x) < «"■"•. Et alors en 
posant t = -^ , on a en möme temps tf {x) c\j fix) et tf[ [x) 00 fi (x) ; 



dx 
parce que cette derniere egalite, qui peut s'ecrire — t y>^^ A c\) ^rr-r, se trans- 

forme, par un changement de signe et en la multipliant par f{x)\ en 
tf'{x)c\)f{x). De möme aux fonctions a limite zero correspondent les fonctions 
a limite infinie. 

3. Consid^rations g^n^rales sur Icb infinis des fonctions correspon- 

dant ä des types donn^s. 

Entre les valeurs infinitaires (pour x= oc) des types et celles des 
fonctions correspondantes il est facile de conslater les rapports que voici. 

Les types ayant des limites finies ou s'annulant pour x= 00^ les fonctions 
correspondantes auront toujours des infinis egaux ou superieurs a celui de 
e^% ou bien des zeros egaux 00 inferieurs a celui de er^"", fi etant suppose 
aussi petit qu'on voudra. 

Pour tout le reste des fonctions les types deviennent infinis. Or les 
fonctions ayant des types ä limite infinie sont de deux especes, ce quMl Importe 
de distinguer nettement. 
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Supposons qne les lypes satisfassent ä Tinegalite infinitaire 



Si Ton fail: 



const. < < ^, xlxLx...Laf. 

CO 



1 

= xlxliX. .,1^ X^y 



dh 
dx 



on trouve en integrant: 



et pour ^ = 1 : 






f> = 6'-+^^^). 



Une fonction f{x) qui satisfait ä e^>l{x)>fr ou bim ä r""*>/(a?) >r'*^, 
aura donc une limite infinie au ssero pour jte ^ 1 , et une limite ftnie pour 
^> 1. 

Soit en particulier: 

V etant imagine aussi petit qu'on voudra, les fonclions correspondantes auront 
toujonrs une limite finie. Car de 

1 



dx 

on tire 



= x^^' 



jc-" 



r = e ^ 



4. Sur la diff^rentiation des in^galit^s infinitaires. 

L'algorithme des inegaliles infinitaires admet diSerentes transFormations, 
qui en fönt un instrument commode de calcul. Nous rappelons d'abord la 
multiplication et la division des inegalites, et ensuite leur reduction, qui re- 
vient a retrancher des deux expressions separees par un des signes > oo < 
certaines fonctions superflues. Par exemple, quand on a F{x) c\) <p{x)f(x)+\f/{x)^ 
oü tp{x) < f{x) et oü (p{oo) est finie, cette egalite s'ecrira simplement 
F(x) oo f{x). A ces transformatious ajoutons la differentiation des inegalites 
infinitaires, qui est permise d'apres le theoreme suivant: 
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Theoreme. Lorsque les fot^titms \.o(miittue$ f{x) ^ cp {x) nont pamt 
de limite finie differente de zero, et qne ni ces foncHons ni leurs derivies nont 
un Hombre infini de maxifna ek de minima^ on aura toujours: 



lim ^r4 = lim \^ r^ = litrt „) i = etc. m mf. 

9(x) y'cao yc^) 

DemoDStration. Soit d'abord f{x) oo (p{x)^ et seit / le type de 
f{x\ il sera necessairement aussi le type de ip{x)^ ionc f{x)c\j(p'{x). Soit 
eil seeond lieu /(a?)>y(a?). En diff^rentiant Tegalile: f{x)c\jq){x).tp{x)^ 
oü y/(a?)>l, Oll oblient: 

f{x) (\) (p\x)'tp{x)'\^(p{x)\f/ {x). 

Si(p{x)tp\x)^(p\x)yj{x)^ on a evidemment f\x)";^ip\x)ip{x\ et fix)^(p'(x). 
Si (p'{x)yj{x) > q>{x)rp\x)^ on Irouve encore f{x) > (p'{x). Si enfin 
<p\x)xp{x) oo (p{x)\p\x\ ces deux quantit^s etant positives, on aura tonjonrs 
/'(^) > <p'{^y Mais si ^>\x)y){x) est negative, il faut supposer f{x) < 1. 
Car alors on ppurra fairoty =:f?"^yi, x^^tTtpi^ yi, V'i ®* ^iV^i «yant des 
infinis inferieuirs a celui d'one puissance de r^ et il est facile de reconnaitre 

^e I'iäegalite f{x)y y'(ä?X qoi se transforme en 3r^''^"*'*'yiVi>'5r^''^9i» 

3 lieu, parce que les infijnis de r^ V'n V^i r^^tent inferieurs a celui d^une 
puissance de « (Theor. 14, 15 du l^Iem. cite). Si au contraire f{x)co\^ le 

*' ' ■ • ■ ' ' ■'■'■' 1 1 ■ ■ " 

theoreme n'a plus lieo, comme par exemple pour IH — >i — * Pov deter* 

miner la valeur de ,\ i ^ quand '\'^. =rp (x) a une limite finie, faisons: 

^'(x) ' ^ V(xj ^ ^ -^ ' 

_ v>(x) V)'(x') , . , , X ' /'tlf'(x) dx n 

est absurde, si ;i;(a;) ne s'evanoait pas ä la limite, car alors Tintegrale qai forme 
le secoud membre serait convergente poar. o; = oo, tandis que pour ^ (sc) ^ 1 , 
le Premier membre serait infini ä ,1a limite. On a donc x{^) <[ 1) et 
lim-^ = V(«>). 

q,'(x) ^^ ' 

C. Q. F. D. 

Re mar que. La theorie des types est en reciprocite avec la 
differentiabilit^ des inegalites infinitaires. Car en supposant oeUe-»ci dö* 
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fnoBiree *), on en conclnt fadlement le theoreme principal des types. Soit 
en effet: 

■ 

fi^^{x) ayant un infini moindre qn'une puissance de e. En preoant des deux 
cöles les logarithmes et en redaisant, il vient 

te oo lf[x\ 

dlv r(x) 

et en differentiant -^ ro ^jhx" Mullipliant ensuite par f{x) et divisant 

par -^ — on oblient: 



dx 



-^nx) fx) nx). 



dx 

5. Snr les fonctionB i limite finie. 

Remarqnons d*äbord qne limr Mant finie, a cause du sens attache aox 
signes > oo , on ne pourra plas ecrire e^ > f{x) )> tT. Platöt on aurait 
f)^ C\^ /(oj) r\j «■•, mais cette formule ne serait d'aueone valear dans ce oas, 
parce qa^elle ne servirait plus a distinguer les fonclioss. Neaanoiiis 
Tegalite tt{x) CO f{x\ ou ce qui est ici la mörae chose: tf*{x) oo 1, de- 
terminerait encore le type t, et resterait propre a distinguer les fonctions. Aqssi 
le theoreme da no. 6 de ce memoire setiend-il aox Tonctions a limite finie; 
cdttimeT(m s'bu assurera ^txtH d^onstralion que nous en domierons. 

Mais pour cbaque fonction f{x) a limite finie il en existe bien süreroent une 



*) Si (Qd) et q>(jc) s'^vanouissent pour ip = 0, et que f^'^^Cps), y(*>(«) 
Boient leurB premi^res d^riv^es qai ne s'annulent pas % la limite. on peut ais^- 

ment d^montrer la formule lim ^ ^ = ^^^ ..^^ au moyen du reste de Lagrange, comme 

Y% fait voir Cauchy. Et cette formule aert de base aux formules semblablM pour 
:r = oo et pour les rapports de fonctions ä limite infinie. Mais quand les d^riv^es 
ne oessent de B'tnnuler ou de deveiiir iniinies ^ la limite, on ne pourra plua d&DDOo* 

trer de cette maniöre lim f \ = ^'m („)>- \ ' Car supposons par exemple que les 
d^riv^es de f(x) et de (p(x) s'^vanouissent ä la limite. On pourra Ecrire 

Oir de oette expression qn ne. pourra pas oopclure lim-^^jr—Y = ^'p V»)r V P*""^® 
qu'on ne eötmait pas la vitesse relativ« avec laquelle | et |( s'approobent de leur linHe* 
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aotre e qui lui est caracteristique, parfaitemenl comme les foncfions f> definies 

dans le numero 1 caracterisäient les fonctions f{x) a limite infinie ou zero. En 

effet, la fonclion r definie jusqu'a preseni par rinögalkef e^ > f{m) > ©% me** 

sire la vitesse av^c laquelle . /(^) s'approcfae de sa limite nulle oa infinie. 

Norooaons donc, quand \\mf{x) est finie, e la fonction qui mesure la vitesse 

avec laquelle f{x) s'approche de sa limite finie. On aur^ ainsi, pour defihir 

«^ Tinegalite: 

r^ > f{x)^r(oc) > r*. . 

II s'agit maintenant d'etablir un rapport entre le type / satisfafsant ä 
tf\x) oo 1, et le type T verifiant l'egalite Tf*{x) co fix)-f(oo\ ou Wen 
entre Tun de ces types et la fonction v. En divisant Tune par Tautre les 
egalites : 

T/"(«) ro A(«)-/(«>), 
tf'ix) oo 1, 



on obtient: 



et en differentiant 



Y C\J f{x)-f{oo). 



dl 



Lfx,/-(aj)(Xjl 



dx 

• • :' T 

T 

Ott bien <-^ OO 1. Cette egalite infinitaire equivaut a reqoatioa 

T 

rff{x) designant une fonction a limite finie. Qvand pour na / donne on voudra 
trouver T ou vice versa, on pöurra füre v^(ap)ssl, et par consequent 

dx 






les limiles des integrales etant prises de maniere que T < L Enfin puisqu'on 
a 7 =-31-9 on a. aussi la relation cberphea entre t et v. 

dx <•..•■. 

Soit par exemple f{x) ^ e""^ on (r^uve t^x^, dpnc 

38* 
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ce qui est exact, car a?(e*— 1) a une limite finie, el de x^f(x) oo a?(c''— 1) 
on lire, en divisant par x, xf'{x) c\j e""— 1. 

Faisant encore f{x) = 1+ -^ ^ ü ©st facilede voir qu'on a oi?lxfXx) c\> 1, 

xf (x) C\J f{x)—f{oc). En introduisant les deux valeurs t^x'^lx^ T=x 

T 

t Ix+i i 

dans reqaation t-^ = V^ix)^ on trouve a?^ Ix > ., = 1-f — = i^. Dohc ^^(a;) 

a la limite 1. 

6. Tb^or^me sur le rapport entre l'infini d'une fonction et les infinis 

de toutes ses d^riv^es. 

Ce theoreme distingue las trois cas /<ar^ '>^^ t(\)x, 

1) Pour t^x, on a: 

fix)c\jtf'{x)oofnx)c\j etc. in inf. 

2) Pour t)>x, on a: 

f(x)oof\x)-^corix)-^c\jr"i^)-^^ etc. in inf. ' 

dx dx^ 

3) Soit tc\)x. On pourra mettre f{x) sous la forme x^fi{x) (Theor. 

8 et 10 da M^. cit.), oft fi{x) ou hien fj-^ a im inßni momdre qu^une 

puissance quelconque de x. II y a ici encore deux cos ä distinguer. Si fi 
nest pas un entier^ on aura comme pour t^x: 

fifD)c\)tf'ix)oofr{x)c\^ etc. in inf. 

Si au contraire ^i est un entiery en nommant f| le type de f^{x)^ oh a: 

fix)(:\)tf\x)(^er(x)...c\jt''f^"Hx)c\)t^t,/^''^'^ix) 

oor-^/^(^+'>(a?)oo/^-^/^^+'>(a:)(^ etc. in inf. 
dx dx^ 

Demonstration. Notis d^montrerons d'abord et simultanement les 
deux premieres parties du theoreme, et ensuite la troisieme. 

En Premier lieu, la differentiatlon de f{x)oof{w)-j donne: 
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Au lieu de f'{x) Öeriv4)ii8 f{x)—' Nous aurons donc: 



D^apres le theor^me 3. da memoire cite, selon qoe f ^ ar^ on a limf'^ 
Donc poar / < a; on trouve 

et par consequent 

Pour />a; on Ironve au contraire 



doü Ion tire: 



/'(*)-Si->/'(^)-F' 

r(*)-5P-cx;/(x). 



dx 

En second lieo, t etant suppose premierement <2r^ la dÜFerentiation 
de f"{x)oof{x)t'''^ donne au moyen du mdme raisonnement 

er{x)oof{x). 

Pour t^Xy la differenliation de f"{x)c\)f(x)'Tr donne: 

Au liea de f(x) ecrivons ^A^)- ^ cause de 

celte egalite se simplifie ainsi: 

d'oü : 

/""(x)^C\^/'(x). 

En differentiant troisiemement f"ix)ojfix)-7j on tronve t'f'^{x)c\jf{x\ 
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d*t~^ 
etc. En differenliani f'\x)cof{x)'-^^^ on troQve d'abord: 

Or f\^)--^c^fi^)Y'lUD^ peut ötre neglige relativement a A«)^-^^?-"^ 
qai constitue une parlie de ^, , de la f^^ix) ^,^^ oo /(a?), etc. El voilä 

demontrees les deux premieres parties du theoreme. 

Dans Thypothese tcxjx, il faut que f{x) soit de la forme xf^fi{x\ oü 
fi{x) ou bien sa reciproqne -jj^ ^ ^^ ii^^iA moindre qu'ane puissance de x^ 

quelqne petit que soit son exposant (Th^or. 8 et 10 du Mem. cit.). Donc en posant 
tif[{x)c\:>fi{x\ on aura ti^x (precisement parce qu'on ne peut avoir tiCOx^ 
et qu'on a fx{x)<^f{x\ Theor. 12 du Mem. cit.). 

Nous supposerons dabord que ^ n'est pas un nombre entier. De 

X f\x) (\) x^ fi{x) nous tirons: 

r{x)cox^-'n{x) . 

et en diSerentiant : 

r{x)c\jiu^i)x^''f,(x)+x^''n{x). 

En mettant x^"^ tf^ fiix) au lieo du second terme du second membre, parce qu'a 
cause de /|>(r^ on a 

x^^'tT'fi{x)<xf^-^f,{x\ 

nous trouvons /"(a?)oo(ii~l)a:^~^/i(a?), ou bien 

xT{^)<^fi^)' 

Une seconde differentiation donnerait par le möme raisonnement a:^f"\x)c\)f{x) 
et ainsi de suite. 

Supposons maintenant u entier. Alors apres /x— 2 differentiations on 
obtient 

aj^-'/^"*> (a?) C^üfix) C^ü xf'f, (x) 
ou bien 

r^''''\x)c\jxr,ix), 

et en differentiant de nouveau: 
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00 pourra encore negliger x fl(x) c\) — fi{x) relativement a /i(a?), ce qui donnera: 

Maintenant, ie f^\x) CO fi{x) on tire en differentiant /^+') (x) oo -^/i («), 
oa bien 

x"t,f^+'^x)c^fix). 

Nous avons expose dans la prämiere partie de cette demonstratioii qne, a cause de 
i,>a?, lim<i = ao, la differentiatioo de /'"'+'^ («) oo — /» (a?) doone 



1 



dx 
puis il vient: 

^'-^f'''-'Kx)c\^f{x\ 

elc. de Sorte que le theoreme est demontre dans tootes ses parties> 
Exemple. Soit, ponr donner nn exemple, 

fix) = xlxl2X...l^X. 

On aura t = x^ ti=^xlx, on devra donc trouver: 

fix) CO xf (x) oo x' logxf" {x)cox' d(^i^g^),i r (^) <^ elc, 

dx 

Maintenant de f(x) = xlxl2X...l^x on tire en differentiant: 

f'{x) = lxl2X...l^X + l2XliX...lnX-\ [-l^x+l 

et par consequent: 

f\x)c\jlxl2X...lnX. 
En differentiant cette egalile on trouve: 






1 1 
/" (x) c\) — kxliX.. . l^x -\ kx,. . /,a?+ 



on bien: 



f"{x)(\J liXkx..*lnX. 
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En differentiant on trouve encore: 

11 1 

ou bien: 

^" {x) c\:) —flixl^x... l^x. 

Nons avons donc: 

f(x) ooxf (x) oo x^ logxf" (x) (\) a? log xf** {x). 

Le thöoreroe exige que Ton ait: a?\ogxc\^X"jz--i rui, ce qui s'ac- 

dx 
corde*en effet tres-bien, puisqa'on a: 

1 _ icMog'a: 

d(xloga;)-"* "~ 1 + logir ^ 
dx 

et que dans Tegalite infioitaire le denominatenr da second membre se reduit 
a logo;. 

Friboorg, octobre 1871. 
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lieber eine geometrische Anwendung der complexen 
Multiplication der elliptischen Functionen. 

(Von Herrn L. Kiepert in Freiburg i. Br.) 



W enn sich die Coordinaten einer Curve als elliptische Functionen 
darstellen lassen, deren Argument der Bogen dieser Curve ist, so hat sie mit 
dem Kreise die Eigenschaft gemein, dass sich die Theilung ihres Bogens in 
n gleiche Theile auf die Auflösung algebraischer Gleichungen zurflckfQhren 
lässt. Der Grund davon liegt bekanntlich in dem Additions- und Multiplica- 
tionstheorem der elliptischen . Functionen. 

Im Allgemeinen wird der Grad der aufzulösenden Gleichungen sehr 
hoch, wenn man nur von der einfachen Multiplication Gebrauch macht. Wenn 
dagegen die complexe Multiplication der elliptischen Functionen anwendbar 
ist, so fflhren Gleichungen von weit niedrigerem Grade zum Ziele. So ist 
es bereits bekannt, dass die Theilung des Lemniscatenbogens in 4^+1 gleiche 
Theile, — wenn 4igf+l eine Primzahl ist, — zurückgeführt werden kann auf 
die Lösung einer Gleichung q^^^ Grades, aus deren Wurzeln noch die Quadrat- 
wurzel zu ziehen ist. 

Etwas ganz Aehnliches gilt für die Theilung einer Curve, die ich be- 
reits in meiner Dissertation*) (Seite 22) als Beispiel angeführt habe. Hier 
lässt sich die Theilung in 6^4-1 gleiche Theile ausführen durch Auflösung 
einer Gleichung q^^^ Grades, aus deren Wurzeln noch die Cubik Wurzel zu 
ziehen ist. Dies soll in der folgenden Abhandlung gezeigt werden. Ich 
wende dabei eine Methode an, wie sie analog Herr Weieratrass bei der 
Fünf- Theilung des Lemniscatenbogens in seiner Vorlesung (Sommer 1869) 
gegeben hat. 

Während die Gleichung der Lemniscate am einfachsten in der Form 
r^=:cos29 geschrieben wird^ hat die zu behandelnde Curve die Gleichung 

r^ r= cosSy, 

wobei r der Radiusvector und (p der Winkel ist, den der Radiusvector mit 
der festen Anfangsaxe bildet. Bezeichnen wir mit u den Curvenbogen, so ist 



*) De curvis anarum arcus integralibus ellipticia primi generis exprimuntur. 
Berohni, MDCCCLXX. Calvary. 
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du = ]/rfr^+ r^ d(p^ = ^ , 

oder wenn wir r^ = — setzen, so wird 

Der Bogen ist also ein elliptisches Integral erster Gattung, und q ist eine 
elliptische Function des Argumentes o. Setzen wir daher Q = fiU, so ist 

(^)' = ^-« = V.-4, 

und zwar ist p genau eine p- Function, wie sie Herr Weierstrass in seinen 
Vorlesungen eingeführt hat. Obgleich diese p- Function schon mehrfach in 
Dissertationen besprochen ist, will ich doch hier noch einmal ihre Eigen- 
schaften, so weit ich sie in dem Folgenden benutze, kurz anführen. 

Wird nfimlich eine elliptische Function z des Argumentes u durch die 
Gleichung 

(^y = As'+ 4Bz' + ÖCäH 4Fä + Ä 



definirt, so lässt sich stets eine Function pu finden, die definirt ist durch die 
Gleichung 

wo ^2 und ^3 die Invarianten zweiten und dritten Grades der biquadratischen Form 

sind. Diese Function pu ist eine gerade Function von u, die nur für Werthe 
von u, welche der Null congruent sind, unendlich wird. Dabei lässt sich pu 

d% 

rational ausdrücken durch z und -j- , und umgekehrt lässt sich z rational aus- 
drücken durch fiu und -^--* 

Die Fundamentalperioden der elliptischen Function mögen 2^^ und 
2co3 heissen, und es möge gesetzt werden: 

p^i = ^1 9 p«>2 = ej, p^z = 63, 
wobei 

CÜ2 = — W| — W3 

ist, dann wird 
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Die Function ^u ist abgeleitet aus einer anderen Function ou durch die 
Gleichung 

Umgekehrt können wir mit Hülfe dieser Gleichung die Function au aus pu 

ableiten, wenn wir zur Bestimmung der Integrationsconstanten die Gleichungen 

hinzufflgen : 

(7(0) =0, tT'(0) = l, a"(0)=0. 

au ist eine ungerade Function und verschwindet nur fOr Werthe von u^ die 
der Null congruent sind, also fflr 

wo fi und V beliebige ganze Zahlen sind. Dagegen giebt es im Endlichen 
keinen Werth von u, für den au unendlich wird. 

Diese Function au ist zwar selbst nicht periodisch, wenn man aber u 
um irgend eine Periode 2iliü)i + 2vw^ vermehrt, so geht sie in sich selbst über, 
multiplicirt mit einem Exponentialfactor, dessen Exponent eine lineare Function 
des Argumentes u ist. Am deutlichsten ersieht man diese Eigenschaft aus 
der Gleichung 



wo 



<fa>. CO). 

17,= '. 1/3 = 



Die Function au ist nicht von u allein abhängig, sondern auch von den 
Grössen ^2 und ^3, die den Modul der elliptischen Function bestimmen. Wir 
werden daher für au schreiben 0(11^^2,^3), wenn es auf die Beschaffenheit 
der Grössen ^2 und g^ ankommt. 
In unserm Falle ist 

5^2 = 0, 5^3 = 4; 

61 = pü)i = 6, 62 = p(V2 = 1 , 63 = p(o^ = tr, 

wobei € und s^ dritte Wurzeln der Einheit sind. Die beiden Fundamental- 
perioden 2iOi und 2^3 sind complex conjugirte Grössen und 2^2 = — 2^4 — 2cü3 
ist die kleinste reelle Periode. Wir wollen zunächst diese Perioden be- 
stimmen. 

Aus den Eigenschaften der Function au Ifisst sich folgende Relation 

herleiten 

o{mu,gi,gi) = fna{u,m*gi^m^gi\ 

39* 
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WO m eine ganz beliebige Grösse ist. Durch logarithmiscbe Differentiation 
folgt hieraus 

o' (jnu, g,, g;) _ 1 (f(Uym*g^,m'g;) 

P («»«, 92 ^ fl'a) = ^ P (tt, f^*92 , m^flTj). 

Wenn wir fflr unsern Fall m gleich s setzen, so wird 

a(€fi, 0, 4) = €a(w, 0, 4). 

Da sich hier die Grössen g^ und 9^ gar nicht Andern, so können wir kurz 

schreiben 

(1.) a€u = €auy 

(2.) ^=*'^, 

^ ^ oiu au ' 

(3.) p€U = €pU. 

Es war aber 

daraus folgt, dass die kleinste reelle halbe Periode 

(4.) a,,=-.r-=^u=.=r-=^^. 

^ yVtt~4 */ yvu-4 

Wenn wir jetzt hu statt u setzen, so wird ^^u aus ^^ wir haben also 



(5.) Olj = €/ . ^ = €0)3 



und ebenso 



oder 



Daraus folgt: 



(7-) 



(8.) 



Jetzt sei 



(6.) 


cüj = «^cüi; 




(»1 = etU] , 


0)3 = c'coj, 


CÜ3 = fCDi . 




(reo). 




1 


= — r-^ =« 

^3 = «^^l- 





ii» = a4-/?£^ 111' = «+/?«% 
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und 

omu 



(9.) y(«) 



CT*!* ' 



dann hat diese Function (p(u) die Perioden 2(Oi und 2(0^^ wie wir sogleich 
beweisen wollen. Es ist: 

Gm{u+2wi) = a{mu+2mci)^) 

Nun ist aber 
und 

folglich ist 

• (10.) am{u + 2(o,) = (-l)«''+-+^e^-9.(-+a,.)^^^^ 

Vermehren wir im Nenner u um 2a>x, so folgt aus 

a (11 + 2(0,) = -e'^^^'+'^'^öw 
(11.) ö"(ii+2a>0 = (-l)-e'"'»^"+'"^Vfi^ 
also 

y(«i+2a?i) = (-l)'^+«+^+*y(fi). 

Da aber n = a^+ß^ — aß, so wird 

aß+a+ß+n = a^+a+/?»+/9, 

und dies ist stets eine gerade Zahl, da a^+a und ß^+ß einzeln gerade 
Zahlen sein mflssen. l^ir haben also 

(12.) (p(u+2(o,) = (p{u). 
Eben so Ifisst sich zeigen, dass 

(13.) <p(tt+2a>3) = y(fi). 

Wir wollen jetzt untersuchen, für welche Werthe von u diese elliptische 
Function unendlich und für welche Werlhe sie gleich Null wird. ' Da au mit 
u zugleich verschwindet, so wird der Zfihler für u = unendlich klein von 
der ersten Ordnung, der Nenner aber unendlich klein von der n^^^ Ordnung, 
es wird also fflr ti = die Function <p{u) unendlich gross von der (n— l)^^'^ 
Ordnung, und ausserdem giebt es keine Wertbe von u^ welche ^{u) unend- 
lich gross machen und ti = nicht congruenl sind. 

Daraus folgt, dass fp(u) auch genau fflr n— 1 nicht congruente Werthe 
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von u g^leich Null wird; diese Werthe seien iii, iij, ... n—i. q>{u) kann aber 
nur verschwinden, wenn der Zfihler amu verschwindet, wenn also mu=2küDi+2koy 
wird. Wir haben daher 

mui = 2&CÜ1 + 2/C03 , 
oder 

mm'ui = nui = m' (2k(Oi+2lw3)^ 

nui =^ {a + ße^){ka+k'')2iü2 

= 2(02{a{ks+ls'')+ß{k+k)}. 

Bezeichnen wir mit ui die zu ui conjugirt complexe Grösse, so ist 

nu'x = 2w:,\a{ke'+h)+ßik+la% 
(14.) niu,+u,) = 2a>,|a(^&-/) + /9(2&-/)t. 

Jetzt nehmen wir an, n sei eine Primzahl, dann müssen a und ß relativ 
prim sein, denn jeder Factor, den sie gemeinsam haben, tritt in n als qua- 
dratischer Factor auf. Wir können deshalb 2 Zahlen y und S finden, so dass 

a^+ßy = 1. 

k und / sind ganz beliebige Zahlen, deshalb können wir setzen 

(15.) k = ;i(y-<y), / = A(-y-.2(y). 

Tragen wir diese Werthe in Gleichung (14.) ein, so kommt 

«(tti+«i) = 2a}2\Slad+3lßy} 

Wenn wir k und / diese Werthe geben und l die Werthe von 1 bis n — 1 
durchlaufen lassen, so erhalten wir n—i Werthe ii;, für welche <p{ni) ver- 
schwindet; es ist nur noch zu zeigen, dass sie ein vollständiges System in- 
congruenter Werthe von u darstellen, für welche ^{u) verschwindet. Es ist 

n n n 

Wenn aber n nicht durch 3 theilbar ist, — was stets der Fall ist, da n eine 
Primzahl sein soll, — so sind diese n Grössen in der That incongruent, folg- 
lich erst recht tii, tfj, ... fi».i. Da es aber Oberhaupt nur n— 1 incongruente 
Werthe von u giebt, für welche (p{u) verschwindet, so reprftsentiren ti|, 
«2 , . . . ti^_i ein vollständiges System incongruenter Werthe von u^ fftr welche 
(p(u)=^0 wird. 

Zugleich ergiebt sich folgendes: Wenn wir ^i aufgefunden haben, so 
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haben wir auch sofort die coojugirte Grösse pUi und können daraus 



p(%+tti) = p—r^ 



ableiten, da ganz allgemein 



ist. Wir können dann also unmittelbar die Grössen 






n 



P 



12ai. 



n 



P 



(6n — 6)a>, 



fft 



i 



construiren, und da ^ = -^ ist, auch die zugehörigen Werthe von r. Nun 

war aber 

= /* ^P 



= / 



dr 



folglich ist (O2 der Bogen OA und öco, der Bogen der ganzen Gurre. Sind 
also die angefQhrten Werthe 
des Radiusvector r bekannt, 
so sind auch die gesuchten 
Theilpunkte auf der €urve ge- 
geben. 

Daher haben wir nur 
noch die Grössen pux zu be- 
stimmen, und dies ist jetzt mit 
Hülfe eines Satzes, den Herr 
Weierstrass in seinen Vor- 
lesungen gegeben hat, sehr 
leicht ausfflbrbar. Dieser Satz 
lautet: „Ist (p(u) eine gerade 
Function, die nur für u gleich 
Null unendlich gross wird und 
zwar unendlicb gross von der 
(i}— 1)^®° Ordnung, so lässt sich ^(u) als ganze rationale Function von pu 

darstellen, deren Grad 'I ist.'^ 

Die Voraussetzungen dieses Satzes passen auf unsere Function (p(u\ 
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folglich können wir sie so darstellen. Setzen wir diese Function von pu 
gleich Null, so erhalten wir eine Gleichung, deren Wurzeln die Grössen fiUi 
sind, weil die linke Seite (p{u) für u=:Ui verschwindet. 

Da pu eine gerade elliptische Function ist, so wird pv =pw sein, wenn 
sich f> von —w nur um eine ganze Periode unterscheidet. Dies ist der 
Grund, weshalh von den Grössen 

je zwei einander gleich werden, und dass die Anzahl der Wurzeln jener 
Gleichung sich auf — ^ — reducirt. 

Aus der Entwickelung von ^{u) folgt, dass der Coefficient von (pu) ^ 
gleich m wird. Die Bestimmung jener Gleichung von pu wird noch wesent- 
lich vereinfacht durch folgende Eigenschaft von q>iu): Wenn n^a^+ß^—aß 
eine von 3 verschiedene Primzahl ist, so hat n stets die Form 69+ 1, 
und umgekehrt lässt sich jede Primzahl von der Form 69 +1 auf die Form 
a^-^-ß^—aß bringen. Deshalb folgt aus der Gleichung asu = €Ou 

f V lümu \ amu , v 

if[u) ändert sich also nicht, wenn wir lu statt u setzen, folglich darf sich 
dann auch jene Function von pu nicht Andern. Nun ist aber pm = kpUy folglich 
darf nur der Cubus von pm vorkommen. 

Somit ist bewiesen: 

Wenn 11 = 69+1 ist, so wird ip{u) eine ganze rationale Function 
^tctn Grades von pu^ die wir leicht auffinden können, indem wir setzen 

Entwickeln wir auf beiden Seiten nach Potenzen von u und setzen die Coeffi- 
cionten gleicher Potenzen einander gleich, so bestimmen sich daraus die 
Crossen Äx^ Ä^n, ... A^. Die Wurzeln der Gleichung 

»lud dann die gesuchten Grössen und geben die Lösung der allgemeinen 

Aufgnbo. 

Wir wollen zum Schluss noch die Grössen ^1, A^ und A^ wirklich 

horoohnen. Dazu brauchen wir die Entwicklungen von ou und pu. Diese 

uhul rar jT« und sfj ^ 4 
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wobei 

_ -1 _ -\ 23 

**'~2.3.5.7' ***" 2'.3'.5'.7.11.13' "* ~2«.3«.5'.7M1.13. 17.19 ' *'"' 

ferner ist hier: 

wobei 

A _ * A - * h - ^ 

öi-y, 0»-7ij3^ *»- 7M3.19' ' ' ** 

Daraus folgt 

+(6^+l)[ab+6jfa,aa+j(6?-l)<^]t^+'»+... 
und 

= w{m-««+(«'-69- 1 )«, !«-«»+«+ [(m "- 6g- 1 )o,— (69+ l)(m'-3g-l>J]«-««+«» 
+[(!»' '-6g- 1 )a, -(6g+ 1 )(ro ' Vm'-6g-2)a, a, +(6g+ 1 ){««-1 +(3»»-5)g-6g»}o ?]«-««+ »«+ - 

Ausserdem ist 

+A(35f-6)6,+^,] «-«»+»+ .... 

Aus der Vergleichung dieser Entwickelung mit der von (p(fi) ergeben sich 
sofort die Grössen \/li, .^2, ^,, .... 

Für fj = 7 wird 1» = 3+«, m' = 3 +«*; 

^ = 1, 

dann ist 

ni" = 37 + 3606 
und hieraus folgt 

A, = (-7+m«)o.-36, = -4^i±^ = TW' 

also 

4 



y(«) = «jp'„— ^-p^j, 
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Für «=13 setzen wir f» = 4+€, m' = A + £^; 

q = 2. 
Hier wird 

m" = 1513+2520«, 

«« = -4061231+1275120«, 

A^ = {mf'~ 1 3) «1- 66» = - 4 (2 + 3«) 



and 



Ai = (f»"- 13) aj+ 13 (7 -»»«)al - 66,- 156J - 36» ^, 



= 16.i4ii = 



16 



13 ~ 4+3*' 

Daher werden für n = 13 die Grössen pux die Wurzeln der Gleichang 

p«ii-4(2 + 3«)p'«+-j-|^ = 0. 

In ähnlicher Weise findet man für die Theilang in 19 gleiche Theile 
die Gleichang dritten Grades 

p««+12(3+2«)/'«-48(l+«)p'tt+-5^ = 
und für die Theilang in 31 gleiche Theile die Gleichang ffinflen Grades 
^«»_4(5-336V'tt+l 1 2(4+36)/tt-64(37+ 1 8e)p««+256(5+3«V«- j^ = 0. 
Berlin, 23. März 1871. 
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lieber die Entwickhing von Functionen nach den 
Integralen einer Klasse von linearen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung. 

(Von Herrn L, Pochhammer.} 



AAs Reibenentwieklangen , darch die eine beliebige, iDnerhalb eines 
gewissen Werthgebietes eindeutige und stetige Function dargestellt werden 
kann, sind, ausser den Potenz- und trigonometrischen Reihen, namentlich die 
nach Kugelfonctionen und die nach Fourier-^Besselschen Integralen fortscfarei^ 
tenden Reihen von Wichtigkeit geworden, welche von Laplacey Fouriery Poision 
bei der Auflösung partieller Differentialgleichungen zur Bestimmung der will- 
kürlichen Functionen angewendet worden sind. In den beiden letzterwähnten 
Reihen besteben die einzelnen Summanden aus Integralen einer linearen ho- 
mogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung, in welcher ein Parameter 
successiv verschiedene Werthe annimmt. Die Zulfissigkeit dieser zuerst ohne 
strengen Beweis eingeführten Darstellungen einer beliebigen Function, respective 
die Feststellung des Convergenzgebietes, bildet den Gegenstand der bekannten 
Abhandlungen von Lejeune-Dirichlet^ sowie späterer Arbeiten der Herren 
Heine, C. Neumann, Thome u. A. 

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass eine grosse Klasse von linearen 
homogenen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit einer unabhängigen 
Variablen analoge Eigenschaften wie die Differentialgleichung der Kugel- 
functionen und die der Besselschen Functionen aufweist. Indem man in irgend 
einer derselben einem Parameter successiv die Werthe 0, 1, 2, 3, . . . giebt, 
kann man durch die zugehörigen Integrale innerhalb eines gewissen Flächen- 
gebietes eine beliebige eindeutige und stelige Function einer complexen Va- 
riablen darstellen. Der in den nachstehenden Rechnungen bewiesene Satfe 
lässt sich kurz dahin aussprechen, dass jede Function, die nach positiven ganzen 
Potenzen ihrer Variablen entwickelbar ist, auch in eine convergente, nach den 
erwähnten Integralen fortschreitende Reihe entwickelt werden kann. 

Den Nullpunkt der unabhängigen Variablen x verlegt man, der Einfach- 
heit halber, in denjenigen Theil der or-Ebene, wo die za entwickelnde Function 

40* 
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als eindeutig und stetig vorausgesetzt wird, und beschränkt sodann die ganze 
Betrachtung auf die Umgebung des Punktes x = 0. Die Entwicklung der 
Function nach den genannten Integralen wird allein für. dieses Gebiet gegeben; 
dem entsprechend werden aber auch die Coefficienten der Differentialgleichung 
nur in Bezug auf die Umgebung des Punktes x=0 Bedingungen unterworfen. 
Das gemeinsame Merkmal der Differentialgldcbungea, deren Integrale 
hier angewendet werden, besteht darin, dass sie in der Umgebung des Punktes 
x = zwei convergente , nach steigenden Potenzen von x fortschreitende 
Reihen zu Integralen haben, deren eine nur ganze positive Potenzen von x 
enthält. Man betrachtet zunächst die Differentialgleichung 

in welcher m eine positive ganze Zahl ist, die der Reihe nach gleich 0, 1, 2, ... 
gesetzt wird, und g{x\ h(x) zwei convergente Reihen von der Form 

h{x) = CiX'\'C2X^ + CiX^'\ — 

bedeuten. Die Constanten b, 6i, 629 -v^i? ^9 ••• bleiben völlig beliebig 
bis auf die Bedingung, dass dieselben von m unabhängig sein mfissen. Nur 
die Constanle b^ welche den Coefficienten der Anfangspotenz von g{x) bildet, 
unterliegt ausserdem der Einschränkung, dass sie nicht gleich einer negativen 
ganzen Zahl oder gleich Null sein darf. Die Differentialgleichung hat im 
Allgemeinen zwei nach steigenden Potenzen von x entwickelbare particuläre 
Integrale. Zur Entwicklung der beliebigen Function wendet man indessen 
nur eins derselben an, nämlich dasjenige, welches ausschliesslich positive 
ganze Potenzen von x enthält. Man definirt die Function Pn,{x) als die der 
obigen Differentialgleichung genägende Reihe von der Form: * 

x'"jl+A4a? + A2a;^ + ...|. 

Dann besteht, tote man auch die in g(x) und h{x) vorkommenden Constanten 
gewählt haben möge, der Satz: dass eine beliebige Function 9(^)9 welche in 
der Umgebung des Punktes x = eindeutig und stetig ist, in eine coneergente 
Reihe 

(fix) = fSoPi>{x)-\-ß,P,{x) + li,P,{x) + '" in inf. 

entwickelt werden kann. Die Begrenz>ung des Convergenzgebietes dieser 
Reihe ist, wie bei den Potenzreihen, stets ein Kreis. 

Zur Bestimmung der constanten Coefficienten ß wird eine zweite 
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Function, welche Ergänssungsfunction f>on P^ix) heissen möge, zu Hülfe ge- 
nommen. Die Differentialgleichung derselben stimmt mit der des integrirenden 
Factors der für P^ gegebenen Gleichung üherein; ausgenommen ist jedoch 
der Fall, wo die Constante b eine positive ganze Zahl ist, da alsdann für 
die Ergänzungsfunction eine nicht homogene Differentialgleichung gewählt 
werden muss. Die Ergänzungsfunction Qn{x) wird, wenn b nicht ganzzahlig 
ist, für ein beliebiges n durch die Differentialgleichung 

'^^T{x'Q:)^4:;:[g{x)Q:) + h{x)Q^ = n(n+b^\)Q^, 



dx" "^^ ^-^ dx 
und wenn b eine positive ganze Zahl ist, durch 

"^^ ^^"Qn)-4z{g{x)Q:) + h{x)Q^ = n(n+b--\)Q^^Axy 



dx" ^ ^-^ dx 

definirt, wo A und / passend zu bestimmende Constanten sind. In beiden 
Fällen soll Q^ dasjenige particuläre Integral sein, welches durch eine Reihe 

von der Form 

x-"'-'\\+K,x+K,x^+-'\ 

dargestellt werden kann. Die gesonderte Behandlung des Falles, wo b eine 
positive ganze Zahl ist, wird nothwendig, weil die Differentialgleichung des 
integrirenden Factors fflr diese Werthe von b ein logarithmisches Integral 
hat; die Conslanten A und / werden so gewählt, dass die logarithmischen 
Glieder verschwinden. 

Zwischen den Functionen P und Q bestehen Beziehungen, welche be- 
kannten Gleichungen aus der Theorie der Kugelfunctionen und Besselschen 
Functionen analog sind. Es zeigt sich, dass das Product P^{x)Q^{x) die 
Potenz x'^ nicht enthält, sobald m und n von einander verschieden sind, 
während in P^{x)Q^{x) diese Potenz a?""' den Coefficienten 1 hat. Im Fol- 
genden ist der Coefficient der Potenz x"^ in der Entwicklung irgend einer 
Function F{x) nach steigenden oder nach steigenden und fallenden Potenzen 
von X kurz durch 

bezeichnet worden. Dann wird der erwähnte Satz durch die Gleichungen 

[P^ {x) Q^ (x)]^, = 0, m ^ n, und [P^ [x) Q^ {x)U = 1 
ausgedrückt. Die Aufsuchung des Coefficienten der Potenz x"^ ist gleichbe- 
deutend mit der Ausfuhrung einer geschlossenen Integration um den Punkt 
a; = 0; der Satz ist dem von Laplace über die zwischen —1 und +1 g^* 
nommenen Integrale von Producten zweier Kugelfunctionen ganz analog. 
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Aus den obigen Gleichungen ergiebt sich fflr die Constanle ß^ der 
Werth \(p{x)Qy{x)'\^i, Man hat also, um die Coefficienten /^o? ßi^ ßi'i ••• 
zu berechnen, die als gegeben vorausgesetzte Potenzentwicklung von (p{x) 

(p{x) = cfü+Oia? + «2^^H — 
der Reihe nach mit Qi){x\ Qi{x)^ Qiix)^ ... zu multipliciren und den jedes- 
maligen Coefficienten der Potenz x"^ in dem Producte zu bestimmen. Somit 
gewinnt man, indem man bei der Bezeichnung der Coefficienten lieber den 
Buchstaben u statt x anwendet, für die beliebige, in der Umgebung von x=0 
eindeutige und stetige Function (f{x) die Reihenentwicklung: 

(fix) = [(p{u)Qo(u)U P^{x) + [(fiu) Q.iu)]., P,{x) + [ip(u) Q,{u)U F.(a:)+ - in inf. 

Zum Beweise der Convergenz dieser Reihe ist die Ableitung mehrerer HQlfs- 
sfitze erforderlich, welche sich auf die Werthe von P«(x), Qmix) für ein un- 
begrenzt grosses m beziehen. 

Die letzterhaüene Formel bleibt in Kraft, wenn die Functionen P und 
Q nicht durch die oben angeführten Differentialgleichungen, sondern durch die 
allgemeineren 

A^)-^ + i7(*)-^+Ä(ar)P. = m(«+6-l)P., 

^{r{x)Q,)—l^{g{x)Q,)+{h{x)-n{n+h-\))Q, = j^^^ 

definirt werden, wo g{x) und h{x) die frühere Bedeutung haben, und f{x) 
eine beliebige convergente Reihe von der Form: 

fijjc) r= x^{\-\-aiX+a2X^'\ — ) 
bezeichnet. Diese Functionen P, welche auf die früheren Functionen durch 

dm de 

die Substitution , = —&- zurückgeführt werden , unterscheiden sich von 

letzteren dadurch, dass das Convergenzgebiet der Reihe 

(p{x) = [(p{u)Q,{u)UP,ix) + [(p{u)Q,{u)UP,{x)+[(p{u^ 

nicht kreisförmig begrenzt ist. Die Begrenzungscurve ist vielmehr diejenige 

Curve, welche in der o:- Ebene einem Kreise in der ^- Ebene bei der ange- 

dx di 

wendeten Substitution , = —^ entspricht. 

In dem letzten Abschnitt (§§. 15—17) sind als Beispiel zwei specielle 
Differentialgleichungen behandelt worden, bei denen die Functionen Q ganze 
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1 

ratioDale Functionen von — werden; für dieselben besteht die Gleichung 

Die Identitfit der letzterwähnten Summe mit der Potenzentwicklung von 

wird durch directe Summation, unter Anwendung eines Satzes aber die 

Binomialcoefficienten, bewiesen. 



AbsehnlU I. 

Definition und asymptotischer Werth der Function Pm(x). 

§. 1. Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 

der Bedingung genflgen soll, zwei particulfire Integrale von der Form 

zu haben, so werden dadurch die Anfangsglieder der nach Potenzen von x 
aufsteigenden Entwicklungen von 2£i und X2 bestimmt. Denn wenn man in 
die Differentialgleichung die Reihen 

einsetzt, und fflr /i eine quadratische Gleichung mit den Wurzeln m und m' 
verlangt, so ergiebt sich unmittelbar 



Ii = +Ai+*2flP+M'^+---9 

SD 

ys mm' , c, , , , 

3t2 = —5 — l--f+^2+C3a?H----. 

X X 

Man setzt nun fest, dass der eine Exponent, m, eine positive ganze Zahl oder 
MuH sein soll. Der andere Exponent, m\ bleibt beliebig; wird der Coef&cient 
des Anfangsgliedes von Xi durch b bezeichnet, so folgt aus i—m—m' =^b, 
dass das Anfangsglied von X2 den Coefficienten mm' = — ii»(f»+6— 1) hat. 
Man multiplicire die Differentialgleichung mit a:^ und setze x^Xi=^g{x)^ 
0:^X2 = — «»(«»+*— l)H-A(flp). Dann hat man die Gleichung 
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in welcher g{x) und h{x) zwei Reihen von der Form 

(l) 1^^^^ "^ b x+biX^ + b^x^+"^^ 
\h{x) = CiOJ + c^ar^ + Csar^H — 

bedeuten. Diese Differentialgleichung bildet den Ausgangspunkt fOr die nach- 
stehenden Untersuchungen. Das particuläre Integral derselben, welches die 
Anfangspotenz x"^ hat, werde durch P^{x) bezeichnet. Für die Constante m 
denke man sich nach einander die Werthe 0, 1, 2, . . . eingesetzt. 

Die Function P„[x) wird somit als dasjenige particuläre Integral der 
Differentialgleichung 

(2.) x'-^ + g{x)^ + h(x)P^ = m{m+b^\)P^ 

definirt, welches durch eine Reihe von der Form 

(3.) P^ix) = x-{l'hk,x-\rlhx' + -'} 
darstellbar ist. 

In Bezug auf die Functionen g{x) und h{x) setzt man erstens voraus, 
dass sie in der Umgebung des Punktes rr = eindeutig und stetig sind, oder 
also dass die Reiben (1.) convergent sind. Zweitens sollen die in g{x) und 
h {x) vorkommenden Constanten b, 6i , 62 , ... C| , C2 , ... von m unabhängig 
sein, so dass sie unverändert bleiben, wenn m successiv gleich 0, 1,2, ... gesetzt 
wird. Drittens setzt man voraus, dass die Constante 6^ welche den Werth von 

— g{x) für x = darstellt, nicht gleich einer negativen ganzen Zahl oder 

gleich Null ist. Im Uebrigen bleiben die Constanten 6^ 61, 62, . . . Ci, «2, . .. 
beliebig. 

Unter den angeführten Voraussetzungen hat die Differentialgleichung (2.) 
stets ein Integral P„,{x) von der Form der Reihe (3.), wie in §. 3 näher 
erörtert wird. Die Coefficienten k bestimmen sich in eindeutiger Weise, und 
die Reibe ist convergent. 

§. 2. Es bezeichne <p{x) eine in der Umgebung des Punktes x=sO 
eindeutige und stetige Function. Die Potenzreihe, in welche dieselbe nach 
dem Satze von Cauchy entwickelt werden kann, sei 

(p{x) = a^,+ alX+a2x'^'\ h««^i «"'"*+•••. 

Es soll die Aufgabe bebandelt werden, die Function (p{x) in eine nach den 
Integralen P fortschreitende Reihe 

(fix) - ß,Po{x)+ß,P,ix)+ß,P,ix) + ''^ in inf. 
zu entwickeln und die Couvergenz der Entwicklung zu beweisen. 
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Aus dem Umstände , dass der Index der Functionen P mit dem Ex-« 
ponenten ihrer Anfangspotenz fibereinstimmt, und also jedes folgende P mit 
einer höheren Potenz von x beginnt, ergiebt sich unmittelbar, dass die Coeffi- 
cienten ß eindeutig bestimmt sind, vorbehaltlich der Convergenz der Reihe. 
Man bilde zunächst, indem man durch r eine beliebige endliche ganze Zahl 
bezeichnet, eine aus r Functionen P bestehende Summe 

ß,Poix) + ß,P,(^x) + --+ß,^,P,^,{x), 

und stelle die Forderung, dass dieselbe mit der Potenzreihe von (p(x) in deni 
Constanten Gliede und 'in den Coefficienten der r— 1 ersten Potenzen von a^ 
fibereittstfmme. Dies entspricht der Gleichung: 

ßoPo{x) + ß,P,{x) + '" + ß,^,Pr^,{x) = a^+c^^x + ''' + a,^,x''' + S, 

wenn S einen Ausdruck bezeichnet, der nur höhere Potenzen von x als x'^^ 
enthalt. 

Die Forderung der Uebereinstimmung des constanten Gliedes auf der 
linken und rechten Seite der Gleichung ergiebt ß^y=:a^^^ da ein von x un- 
abhängiges Glied nur in Po(^) vorkommt. Der Coefficient von x enthält nur 
/9o und /?! , und zwar die Unbekannte ßi mit dem Factor 1 ; der Coefficient 
von x^ enthält nur ß^^^ ß^ und /^z, u. s. w. Es entsteht fflr die Grössen ß^y 
ßi^ ... ßr^i ein System von r linearen Gleichungen, bei dem der Fall, dass 
eine dieser Grössen unbestimmbar wäre, ausgeschlossen bleibt, weil jede der- 
selben in derjenigen Gleichung; in der sie zuerst ' vorkommt , und durch die 
sie bestimmt wird, den Factor 1 hat .Hieraus folgt £foe£jfii/etf%Aret7 der 
Coefficienten ß. . 

Die allgemeine Bestimmung der Constanten ß wird im Folgenden durch 
die Betrachtung einer der Gleichung (2.) verwandten Differentialgleichung be-« 
werkstelligt werden. Zum Beweise der Convergenz. der Reihe hat man zu 



.»'=« 



zeigen, dass das Restglied ^ /9^P^(a;) mit wachsendem reiner beliebig kleinen 

Grösse gleich wird. Es sind jedoch hierzu eine ^eihe von Hfilfssätzen er- 

forderlich, durch welche das Verhalten sowohl der. Function P^(x) als des 

Coeffidenten ß^ für ein unbegrenzt wachsendes m festgestellt wird. , 

§. 3. Aus der Differentialgleichung (3.) lässt sich der asymptotische 

Werth der Function P^ {x) für « = 00 herstellen. Indem der Quotient. .♦ "*>; ^ 
für ein über alle Grenzen wachsendes m gleich einem ih>ii NM und ükendtick 
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i^erickiedenen Werihe gefunden wird, gelangt man zu der Folgerung: dass inner- 
halb des Flichenstflcks, wo die Functionen P überhaupt definirt worden sind, 

die Grenze des Coneergenigebietee der Reihe JS ßyPy{x) ein Kreis ist, wenn 

Torlfiufig vorausgesetzt wird, dass die Reihe für irgend einen Werth von x 
convergirt. 

Um letzteren Satz zu beweisen, hat man den Werth von P^{x) zwischen 
zwei Grenzen einzuschliessen. Es sollen zu diesem Behuf zwei auf 
moii.P^{x) bezügliche Ungleichheiten abgeleitet werden, die sich aus der 
Differentialgleichung (2.) durch Untersuchung der Coefficienten k ergeben. 

t 

Substituirt man P^{x) = x'^ri, so genügt die Function 17 der Differential- 
gleichung 



oder 



dx 

L» X X J 



x^+[2m+b + b,x+b,x'+b,a^+'-]'^ 



und zwar ist sie dasjenige particulftre Integral, welches durch die Reihe 

dargestellt' wird. Man führe die Bezeichnungen 

bt+btx+b,x'+*- « -^i(^), 

bi+biX+bsX^-] h— (Ci+C2aj+C3a:^+---) = —^2(0?) 

ein, dann lautet die Differentialgleichung für 17: 

(4.) x^ = [--2fn---b+xE,ix)]-^ + mE,{x)Ti, 

Die Functionen Ei{x) und E2{x) sind, wie g(x) und h{x)^ in der Um- 
gebung des Punktes x = (T eindeutig und stetig. Der nächstgelegene singu- 
lAra Punkt für die Differentialgleichung (2.), d. h. der in der complexen 
Ebene vom Punkt or = am wenigsten entfernte Funkt, für welchen eine der 
Functionen gix\ h{x) unstetig oder unbestimmt wird, habe vom Punkte x=0 
den Abitand p. Durch r bezeichne man eine reelle positive Zahl, die um 
•ine beliebig kleine, Jedoch endliche Grösse kleiner als if isU Ferner seien 
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/i 9 l^ zwei reelle positive Constanten, welche den Modul von Ei{x)^ respective 
Eiix) in jedem Punkte der den Nullpunkt umgebenden Kreisfläche mit den 
Radius r übertreffen. Diese Zahlen /, und I2 sollen unabhängig von m ge- 
wählt werden, was möglich ist, da Eiix) fAr 111 = 00 endlich bleibt, während 
Ei{x) die Grösse m nicht enthält. Entwickelt man Ei{x) und £2 (er) nach 
der Jlfac/afiWi^schen Formel, so gelten bekanntlich für die daselbst auftretenden 
Constanten El^^(O), Ei'^^(O) die Ungleichheiten 

mod.JBl'^^COXyli, mod.JB</>(0)<vI-^ 
oder, was dasselbe ist, 

mod. Ei^KO) < [4:^ — L.1 , mod. m^HO) < f^ —^ 






dx^ . X 



Nach Cauchys Methode sollen aus dem letzteren Satze Schlfisse in 
Betreff der Goefflcienten k abgeleitet werden. Die zu diesem Zweck anzu- 
stellenden Rechnungen sind denen ganz analog, die ich in meinem frttüefen 
Anfsatse y^über die emfaoken tingulären Punkte linearer DifferentitUgleickimgen^ 
(dieses Journ. Bd. 73) für die n^^ Ordnung durchgeführt habe; nur hat man 
hier darauf Rücksicht %}k nehmen, dass die l^etreffenden fligen^haften der Co* 
efficienten k auch fär ein Aber alle Grenzen wachsendes m bewicisen werden 
mflssen. — Als bekannt wird der Satz, welcher sowohl in dem oben qitirten 
Aufsatz als in der Abhandlung des Herrn Fuchs aber lineare Differentialglei- 
chungen im 66^®° Bande d. J. als Specialfall enthalten ist, vorausgesetzt: dass 
eine Differentialgleichung von der Fdrm 

(5.) x^ = {d,+S^+d,x' + -')-^+i^o+^'iX+d',x'+...)y 

eine convergente Reihe y = l+yiflc+yjiJJ^H — zum Integral hat^; sobald (Ji, 
weder eine positive ganze Zahl noch Null ist, und^ dass das Convergenzgebiet 
der Reihe sich bis zum nächstgelegenen singulären Punkt der Differentialglei- 
chung erstreckt. Aus dem Satze fqlgt hier zunächst, dass alle Functionen 
P^{x) in der Umgebung des Punktes x = eindeufig und stetig sincl. Denn 
da der Fall, dass b eine negative gataze Zähl oder Null ist, ausgeschlossen 
wurde, so ist die Grösse ~-2m— 6^ welche in der Gleichung (4) der Conr^ 
stauten Jo in (5.) entspricht, fär l^einen Werth von m eine positive ganze 
Zahl oder Null. Die Reihe F^(aT) = a?"'(l-fÄ|a?+-) ist abo für ein beliebiges 
m eoncergent — Im Folgenden handelt es sidl ausscUieaslich um die £r*^ 

41* 
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mittelung des Werthes von P^{x) för ein sehr grosses m; man nimmt an, dass 
m grösser als mod.6^ und folglich mod. (2i7i -h 6) grösser als m ist 

In die Differentialgleichung (4.) fähre man die Reihe i+kix+k^'^+*-* 
fOr t]^ sowie die Maclaurinschen Entwicklungen für Ei{x) und Ei{x) ein, und 
setze die Coefficienten der einzelnen Potenzen von x gleich Null. Dann er- 
giebt sich für die Grössen k das Gleichungssystem : 

{2m+b)ki = mE^iO). 

2{2m+b + i)k2 = {E,{0)+mE2{0))k, + mE',{0), 

3(2m + 6+2)&3 = {2E,iO) + mE,{0))k2+(E[{0) + mE',{0))k,+imE2(ß), etc. 

Die Conslanten jBi(O), £2(0), JBI(O), jBi(O), ... kommen nur im Zähler der 
für ÜTi, A29 ••• sich ergebenden Ausdröcke vor, während die Nenner durch 
2m+b^ 2i»+6+l, ..• gebildet werden. Ersetzt man 2m+6, 2m + 6+l, ... 
durch m, m+1^ .. ., so werden die Nenner dem absoluten Werthe nach ver- 
kleinert, da m<Cniod.(2m+6) vorausgesetzt ist. Führt man ferner statt der 
auf £,(x) und E2{x) bezüglichen Ausdrücke Ei(0), ^^(O), E[{0), JB;(0), ... 

die analogen von — und — ein, so werden, den angeführten ün- 

1-.— i- — 

r r 

gleichheiten gemäss, die Zähler der k vergrössert, während gleichzeitig alle 
Ausdrücke reell und positiv v^erden. Wenn man in der Differentialgleichung 

(4.) also 2m +b, Ei{x\ -EaC^)? V durch m, ■ — , — - — , r ersetzt, und 

r r 

die Reihe t] = i+kiX+k2x'''-\ — mit der durch die Gleichung 

definirten Reihe 

r = l'{'AiX+A2X^+"* 

vergleicht: so sind die Coefficienten ^1, ^29 ••• sämmtlich reell und positiv, 
und es besteht für ein beliebiges v die Ungleichheit: mod. ky<C.Ay. 

Man multiplicire die Gleichung (60 mit r(l— — ) und setze -4^ = —5^, 

wodurch die Reihe e die Form 

f> = 1+B,y+B2^+- 

annimmt. Durch Einsetzen dieser Reihe in die Differentialgleichung von e 
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ergiebt sich für die Coefficienten B die recurrirende Gleichung 

oder 



B 



y 



±L = ii (rf.-2)» + (r/,-l> 



Darch / bezeichne man eine reelle positive Zahl, welche grösser als rli—2 
and als r4— 1 ist; dieselbe soll, ebenso wie /| und tt, unabhängig von m 
gewählt werden. Dann folgt: 

Da Bi, gleich Eins ist, so hat man 

5.<n-j-, ^2<0+4-)0+t)' ••• 
ß,<(i+j.)(i+|)...(i+i), 

oder: 

^-< 1.2...1; 

Da -4^ = — 5y ist, und mQA.ky<iAy bewiesen wurde, so ist um so mehr: 



mod. K < -^—^ 7^- 

Hieraus ergiebt sich unmittelbar eine Ungleichheit für den Modul der Reihe 
1?. Nennt man w den Modul von x, so wird der absolute Werth von 17 ver- 

grössert, wenn man w für x und überall '{ v för k^ einsetzt. 

Es ist also: 

„od n < i+±hi « +C[±lXf±^^+...+ (/+i)...(/ +»0*^^,.. . 

1 >) ^ 

so dass die Ungleichheit 

mod.?7<(l--^) 

entsteht. Die letztere Potenz stellt aber für ox^r eine endliche positive 
Zahl dar, die von m unabhängig ist. Man kann daher eine reelle positive, 
von m unabhängige Constante L angeben, welche für oxCr stets grösser 
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1 J ist. Die zwei Forderungen, dass o) um eine endliche Zahl 

kleiner als r, und r um eine endliche Zahl kleiner als q sei, geben fQr (o 
hier nur die eine Bedingung üxCq^ da die Differenzen Q — r und r—o) be- 
liebig klein gewählt werden können, wenn sie nur endlich sind. 

Aus mod,ri<iL folgt für die Function P«(a?), unter der Voraussetzung 
dass cDy der Modul von x^ kleiner als (f ist, die Ungleichheit 

(7.) moä. P^ixX.Lw"', 

in welcher m eine beliebige ganze Zahl, die grösser als mod. 6 ist, bedeutet. 

§. 4. Die Ungleichheit (7.) dient im Folgenden zu dem Beweis der 
Convergenz der nach den Integralen P fortschreitenden Reihen. Um jedoch 
auch in Betreff der Divergenz die Uebereinstimmung dieser Reihen mit den 
Potenzreihen festzustellen, bleibt der Nachweis zu führen, dass die Reihe 
Tl^i+kiX-\ — für m = oo ro« Null verschieden ist. 

Aus der im vorigen Paragraphen bewiesenen Ungleichheit 

„od. K < c^+^)c/+^)-(^+v) «: 

•^ 1.2...V r^ 

folgt, dass der Modul des Restes der Reihe i;^ von irgend einem Term an 
gerechnet, kleiner als der entsprechende Rest der Reihenentwicklung von 

ist. Man bezeichne durch e eine kleine, jedoch endliche Zahl, 

und bestimme den Index fi derartig, dass der mit der Potenz co^*^^ beginnende 

Rest der Reihenentwicklung von (l — — ) , ^ ^ "^ \\. ^'"^ "^^^ -^ , gleich 

e ist oder c möglichst nahe kommt. Dann ist: 

mod.(Ä^^.ta^+* + *^+2a?^^' + -- in inf.)<€. 
Die Zahl fi ist eine endliche Zahl, die je nach der Wahl von e verschiedene 
Werthe hat, die aber von m unabhängig ist. Die Summe der ^+1 ersten 
Terme von tj möge mit rii bezeichnet werden; dann unterscheidet sich, gemäss 
der obigen Ungleichheit, die unendliche Reihe t] von der ganzen Function 
^ten Grades tji nur um eine Grösse, deren Modul kleiner als e ist Der 
Werth dieser ganzen Function i?i = l + Ä|a?+-«« + Ä^a?^ für ein unbegrenzt 
grosses m wird nun ohne Schwierigkeit gefunden. Da fi eine bestimmte end- 
liche Zahl ist, so ist für die Ermittelung des asymptotischen Werthes von 171 

die Zahl m als beliebig gross gegen jn anzusehen, d. h. der Quotient — , und 
ebenso z. B. — $ und —y ist grösser als jede angebbare Zahl. Mit andern 



(i-f) 
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Worten bedeutet dies, dass man zuerst m ins Unendliche wachsen Iftsst, wäh«- 
rend /li als endlich gilt, und dass man erst dann fQr ^ einen unbegrenzt 
grossen Werth setzt. 

Wenn man in die durch m dividirte Differentialgleichung (4.) 

für t] die Reihe l+kiX+k2X^+'*' einsetzt, so folgt für den beliebigen Coef- 
ficienten Ar, die Gleichung: 

*. - -7-i-^J(».+^^^)'>-.+(».+^^)*.-.+-|- 

Zur Berechnung der Function t]i hat man y höchstens gleich der Zahl ^^ 
gegen welche m beliebig gross ist, zu nehmen. Die durch m dividirten Aus- 
drücke, welche auf der rechten Seite der letzterhaltenen Gleichung vorkommen, 
sind daher als verschwindend klein anzusehen, so dass sich bis auf einen 

beliebig kleinen Fehler 

\ 

ergiebt. Da zur Bestimmung von ki^ ... k^ nur die ersten fi Gleichungen 
erforderlich sind, also nur eine endliche Zahl von Rechnungsoperationen vor- 
zunehmen ist, so ist die wiederholte Addition der Fehler ohne Einfluss auf 
das Resultat. Die obige recurrirende Gleichung 

ky = -^^|6i*y-i + 62*^-2H hby^iki + by] 

entspricht aber, wie man leicht erkennt, derjenigen Differentialgleichung, 
welche entsteht, wenn man in der Differentialgleichung für t] die durch m 
dividirten Glieder direct fortlftsst, d. h. der Differentialgleichung 

als deren Integral^ wenn man die willkürliche Constante durch die Bedingung 
1^2 = 1 für AT = bestimmt, sich der Ausdruck 

ergiebt. Die ganze Function ju^° Grades tji unterscheidet sich demnach von 
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der Summe der /i+1 ersten Terme der Entwicklnng von 972 nach steigenden 
Potenzen von x nur um eine Grösse, welche unbegrenzt klein ist, sobald 

man den Quotienten — genügend gross nimmt. 

I*' 

Die genannte Entwicklung von 172 ist aber convergent, weil der Ex- 
ponent von e eindeutig und endlich ist; folglich unterscheidet sich die ge- 
nannte Summe der /x+t ersten Terme derselben von dem Werthe der unendlichen 
Reihe nur um eine beliebig kleine Grösse, wenn fi genügend gross, d. h. 
e genügend klein genommen wird. Dies zeigt, dass für ein unbegrenzt 
grosses m die Differenz r^^ — r^^ eine Grösse ist, welche mit e zugleich gegen 
Null con vergirt Dasselbe gilt von der Differenz 77—772 , da nach der Definition 
von T^i auch die Differenz r^—r^^ zugleich mit e gleich Null wird. Es ist 
somit in aller Strenge bewiesen, dass der Werth der Reibe 

77 = a:~"F,(x) = l + *,a:+*2i'?^H — in inf- 
sich von dem Ausdrucke 

um weniger als eine beliebig gewählte noch so kleine Zahl unterscheidet, 
sobald für m eine hinreichend grosse Zahl gesetzt wird. 

Die Reihe 6ia:+iM'+iM'+*-' isU ebenso wie g{x\ für mod.a:<(> 
eindeutig und stetig, so dass die obige asymptotische Function 772 für mod.a;<C(» 
stets von Null verschieden bleibt. Folglich ist auch, sobald m genügend gross 
genommen wird, die Function tj = x"*^ P^(x) für mod.a:<C(> um eine endliche 
Zahl von Null verschieden. 

Man kann also, wenn w, der Modul von x, um eine endliche Grösse 
kleiner als (> vorausgesetzt wird, eine reelle positive, von Null verschiedene und 
von m unabhängige Constante L' von der Beschaffenheit angeben, dass die Un- 
gleichheit mod.7/>// oder 

(8.) moä. PJx)>L'ü)'^ 

für nllo Worlho von m, die eine gewisse endliche Zahl übersteigen, besteht. 
f(. n. Mit Hülfe der Ungleichheiten (7.) und (8.) lässt sich nun leicht 
bnwoiiiout da9H die Grenze des Convergenzgebietes einer beliebigen Reihe 

fiJ\{x)+ß,P,{xH^ß^P^ix)+''^ .in iaf. 
oin Krrin noln mu9S, da die bekannten Schlüsse in Betreff der Potenzreihen 
hiar unmlllollmr Anwendung finden. Die Grössen /3ü, /?i, .. bedeuten Con- 
lliinlmi. Dar Modul von x wird kleiner als p vorausgesetzt. 
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Man bezeichne durch r eine endliche ganze Zahl, welche so gross ist, 
dass för P^{x) und alle Functionen P mit grösserem Index die Ungleichheiten 
(7.) und (8.) gellen. Die Summe der t ersten Terme 

ß^P,{x)+ß,P,[x) + -^ + ß,^,P,^,{x) 
hat einen endlichen Werlh, da die Functionen P^){x)^ ... Pj-iix) endlich 
bleiben. Die Convergenz der Reihe hängt daher von dem Rest 

/?,P,(a:)+/^,^,P,^»(x) + ... in inf. 
ab. Man setzt nun voraus, dass die Reihe 

/5.A(a:) + /3iPi(a:)+ÄP,(aj)+- in inf. 
für einen Werth x = o^o, dessen Modul durch cü^ bezeichnet werden möge, 
convergent ist, und man will zeigen, dass dieselbe dann auch für jeden Werth 
von X, dessen Modul kleiner als a),^ ist, convergirt. 

Zu diesem Behufe soll zunächst bewiesen werden, dass die ans reellen 
positiven Summanden zusammengesetzte Reihe 

T = mod.^^ + mod.^±i^ + mod.^^ + - in inf. 

convergirt, sobald mod.a?<I mod.a?o ist. Aus (7.) und (8.) ergiebt sich 

mod. P^ {x) < La>% mod. P^ {x^i) > L'<. 

P (x) 
Dnrch Vergrösserung der Zähler und Verkleinerung der Nenner in mod. -^y— etc. 

erhält mau daher die Ungleichheit 



oder, da die Constanten L und L' von m unabhängig sind, 



(0^ 



Der rechts stehende Ausdruck hat für cd <C ^o einen endlichen Werth und 
nähert sich mit wachsendem r der Grenze Null, wodurch die Convergenz von 
T für mod.a?<Craod.a^, erwiesen ist. 

Aus der Reihe T erhält man wieder eine convergente Reihe, wenn 
man die einzelnen Summanden mit Grössen, die endlich sind, multiplicirt. 
Nnn ist nach der Voraussetzung die Reihe 

ßrP,{x,,)+ßr+iPf^i{xo)+"' in inf. 
convergent, so dass kein Term derselben einen unendlichen Modul hat. Multi- 
plicirt man also die einzelnen Summanden von T bezüglich mit den Factoren 

moi.{ß,PAxt,)], mod.[/9^^.,P^^.,(a^,)], . . ., 
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SO convergirt auch die hierdurch entstehende Reihe 



m=rx n /"—N «=Q0 



sohald mod.x<; mod.o^o ist. Nach einem bekannten Satze folgt aber hieraus 

m=QO 

die Convergenz der Reihe 2! ß^P^{x) und somit auch der Reihe 



«•=00 



für mod.a?<C mod.Xo. 

Da demnach die Convergenz der betrachteten Reihe für irgend einen 
bestimmten Werth von x stets die Convergenz derselben für alle Werthe x 

m 

mit kleinerem Modul nach sich zieht, so ist die Möglichkeit ausgeschlossen, 
dass die Begrenzung des Convergenzgebietes eine andere Curve als ein Kreis 
sei. Man hat also den Satz: 

Die Grenze des Convergenzgebietes einer beliebigen Reihe 
ßoPo(x)+ß,P,{x) + ß,P,{x) + '- in inf., 
in welcher die Functionen P^i^) durch die Gleichungen (2.) und (3.) defimrt 
sind, und ßiy^ ßi^ ß^^ ... Constanten bedeuten, ist stets ein Kreis, faUs die 
Reihe überhaupt für irgend einen Werth von x convergirt. *) 

Die angestellte Untersuchung bezieht sich ausschliesslich auf das den 
Punkt x = umgebende Flächenslfick der x-Ebene, für welches der Modul 
von X um eine endliche Zahl kleiner als if ist, oder, wie man es kurz aus- 
sprechen kann, auf die Kreisfläche mit dem Mittelpunkt o; = und dem Radius 
^ unter Ausschluss ihrer Peripherie. Ausserhalb dieser Kreisfläche ist die Reihe 
a?~{l+&ia:H — }, als welche Pn,{x) definirt wurde, im Allgemeinen divergent. 
Daher kann es sich ausserhalb jener Fläche, also fär mod.a;>>(>^ im Allge- 
meinen nicht mehr um die hier definirten eindeutigen Functionen P|.(a:), son- 
dern nur um stetige Fortsetzungen derselben handeln. Auf eine Reihe 
ßi)Pi){x)+ß^Pi^{x)-\ — , welche nicht allein für mod.a:<C(>, sondern auch für 
gewisse Gebiete, wo mod.a;^(> ist, convergirt, bezieht sich der oben be- 
wiesene Satz über die Begrenzung des Convergenzgebietes nicht. Wenn aber 
eine Reihe /9oPu(arJ+/?,F,(a?)+ ••• für gewisse Theile jener Kreisfläche con- 
vergent, für andere divergent ist, so kann die Grenze des Convergenzgebietes 
nur ein Kreis mit dem Mittelpunkt a: = sein. 

*) Ich möchte nicht unerwähnt lassen, dass die Methode, asymptotische Werthe 
mit Hülfe einer linearen Differentialgleichung herzuleiten, zuerst von Herrn Thom€ im 
66. Bande dieses Journals bei Untersuchungen über hjpergeometrische Kettenbrüche 
und über Reiben^ die nach Kugelfun ctionen fortschreiten, angewandt worden ist. 
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In dem Falle, dass zuf der Differentialgleichung (2.) kein anderer sin- 
gulSrer Punkt als x = und x = oo gehört, dass also die Functionen g{x) 
und h{x) fär keinen endlichen Werlh von x unstetig oder mehrdeutig werden, 
gelten die abgeleiteten Satze für die ganze Ebene; die Reihe (3.) ist alsdann 
£Qr jeden endlichen Werth von x convergent. 

AbschuiU II. 

Definition der Ergänzungsfunction 0«(x). 

» 

§. 6. Mit den Functionen P„,{x) verbindet man eine zweite Galtung 
von Functionen, welche als Ergämungsfunctionen der P bezeichnet werden 
sollen. Dieselben dienen zur Bestimmung der Coefficienten bei der Ent- 
wicklung der beliebigen Function (p{x) nach den Functionen P. 

Die Function Pn,{x) wurde durch die Differentialgleichung (2.) 

definirt, in welcher die Constante b oder [x"^ g {x)]^^iy nach der Voraussetzung 
weder gleich einer negativen ganzen Zahl noch gleich Null sein sollte. Bei 
der Definition der Ergfinzungsfunctionen hat man zu unterscheiden, ob die 
Constante b eine positive ganze Zahl ist, oder nicht. Ist b nicht ganzzahlig^ 
so definirt man, fOr » = 0, 1, 2, . . ., die Ergänzungsfunction Qn{x) als das- 
jenige particuläre Integral der Differentialgleichung 

(9.) -^(x'(?.)— ^(^(x)(?.)+A(a:)(?. = Hin+b-i)Q„ 

welches durch eine Reihe von der Form 

(10.) Q^ix) = x-^-'\i+K,x+K2x'+^-\ 

dargestellt wird. Man erkennt, dass die Gleichung (9.) mit der Differential- 
gleichung des integ vir enden Factors ^ welcher zur Differentialgleichung von 
Pn{x) gehört, identisch ist. 

Ist aber b eine positiee ganze Zahl^ so soll die Function QJ^x) durch 
die nicht homogene Differentialgleichung 

(11.) ^[x'Q:)-^{g[x)Q:)^h{x)Q^ = n{n+b^\)Q^+Axy, 

in welcher A und y passend zu bestimmende Conslanten bedeuten, definirt 
werden, indem wieder die Bedingung hinzugefügt wird, dass dieselbe die Ge- 
stalt der Reihe (10.) habe. Die Constante y ist eine positive ganze Zahl und 
wird im allgemeinen Falle gleich ft + 6— 2 genommen werden. 

42* 
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Es ist zunächst zu beweisen, dass die Function Qn{x) durch die obige 
Definition als coneergente Reihe definirt ist. Man vereinigt die beiden hier 
unterschiedenen Fdile, indem man die Differentialgleichung (11.) behandelt und 
A gleich Null setzt , wenn b keine ganze Zahl ist. Um die Existenz eines 
particulären Integrals von der Form a?"*""^ |l+/ria? + -*-| zu beweisen,^ nimmt 
man ein mit der Potenz a?"^^"^ beginnendes parliculäres Integral von (9.) 
zu Hülfe. 

In der Differentialgleichung (9.) 

ji^'y)-li:r{9(^)y)+K^)y = n{n+b-i)y 



dx ^ ^^ dx 

setze man y = a:""^*""'^,- dann ergiebt sich für ^ die Differentialgleichung 



oder 



, b(n + b-i:)-^(,x)+h(x) __ (n+b- 2-)g(x-)\ ^ ^ q 
arg = (-2fi-ft+ft,a^+MH-) "^^ 



+ {f'i{n+b)^c, + lb2in+b+i)-C2]x+'")t 

Diese Differentialgleichung besitzt die Form der Gleichung (5.) in §. 3, wäh- 
rend die dem Coefficienten J» entsprechende Constante — 2ii— 6 weder Null 
noch eine positive ganze Zahl ist; dieselbe hat also eine convergente Reihe 

zum particulären Integral. Aus der Convergenz der Reihe ^i folgt ausserdem, 
dass für kleine Werthe von x auch der reciproke Werth y eine eindeutige 

und endliche Function ist. — Das zugehörige particuläre Integral von (9.) 
nenne man ^i = ^"'^^^^1. Vermittelst ^i lässt sich dann bekanntlich die Diffe- 
rentialgleichung (11.) allgemein iutegriren. 

Das vollständige Integral einer Differentialgleichung 

wird, wenn y^ ein particuläres Integral der Gleichung 

ist, durch die Substitution f> = yi/wdx erhalten, wo dann w, nach der Theorie 
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der linearen Differentialgleichungen erster Ordnung, gleich dem Aasdrucke 

^-M^)ä.< \ßp^[x)y, e^^^^^'rfo? + Const. j 



y 



gefunden wird. Wenn man dies auf die Differentialgleichung (11.) anwendet, 

so ist 

4 \ 4 — 6 

1^2 {x) = A a:^"^ 
zunehmen. Also ist e"-^^^'^*'' = a:*''*e*»''+*''»'''^ -; und wenn man die Bezeichnung 

einfährt, so folgt 

Vi 

Die Functionen £3(0;) und E^{x) sind, wie sich aus dem Vorhergehenden er- 
giebt, in der Umgebung von x = eindeutige und stetige Functionen, die fQr 
aT = den Wertb 1 annehmen; dieselben sind daher in convergente Reihen 
von der Form 

£3(0?) = i+o^x+a2x'^+'" , E^{x) = i+a[x+&2X^'\-"* 

entwickelbar. Man erhält auf diese Weise 

E,{x)^/Ax^'^*E^{x)dx + Consl.y 

In dem Falle, dass 6 keine ganze Zahl, und deshalb A gleich Null 
ist, wird 

w = Const.a?"^"""*{l + aiar + (T2ir^+*"}, 
Jfcdx = Const. j ^^^^^^ + ^1^^_^ + 3:^^^^^ +- I > 

Der letztere Ausdruck ist frei von logarithmischen Gliedern, weil in der Ent- 
wicklung von w die Potenz x~^^ nicht vorkommt. Die willkürliche Constante 
nehme man gleich 1—2»— 6^ damit die Anfangspotenz den Coefficienten 1 hat. 
Durch die Multiplication mit yi=a:""*^^"^?i tritt die Potenz a:~*"* vor die Klammer, 
und es ergiebt sich das gesuchte parliculSre Integral von (9.) in Gestalt der 
convergenten Reihe 

Q^ = x'-'-'{i+K,x+K,x' + -'}. 

Es existirt nur ein einziges Integral von dieser Form, da das andere parti- 



tr = a:-'-* 
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culftre Integral von (O.)^ yi = a?"^*"' |l+Cia:H — |, irrational ist. Die Fonction 
Qnix) ist also für ein nicht ganzzahliges 6 durch die Gleichungen (9.) und 
(10.) in eindeutiger Weise definirt. 

Wenn dagegen b eine positive ganze Zahl ist, so enthält w im All- 
gemeinen die Potenz x''^ so dass durch die Integration von tr ein Summandus 
Const.logo; eingeführt wird. Es handelt sich nun darum, A und y in der 
Gleichung (11.) so zu wählen, dass der Coefficient der Potenz x~^^ in der 
Reihenentwicklung von tr gleich Null wird. Dieser Anforderung kann auf 
verschiedene Weise genagt werden ; jedoch ergiebt sich A, sobald der Werth 
von y festgesetzt ist. Es soll hier für den allgemeinen Fall eine Bestimmung 
getroffen werden, welche stets zum Ziele führt, wenn auch bei vielen Glei- 
chungen eine andere Wahl der Constanten zyveckmässiger ist. Der Exponent 
y soll nämlich gleich « + 6 — 2 gesetzt werden. 

Wenn, wie vorhin, die Integrationsconstante gleich 1— 2ft— 6 genommen 
wird, besteht tr, für / = n + b'-2^ aus den zwei Summanden 

( 1 - 2ft ~ *) a?-'--* E, {x) und A aj"'"-* E, {x)fx^''^'^'' E, {x) dx. 

Der erstere Summandus enthält die Potenz x'^ nur in dem Term {i-2n-b)a2n^f,^ix'\ 
Der zweite Summandus ist: 

^ x-'*-^ ( H (T, a: + . . . W^(a:'''+^-' + a; a:'*+*-H • • •) rf« 
= ^a:-(l+a..+..0i^;;^ 

In demselben kommt die Potenz x"^ nur in dem Anfangsgliede «"^jr— i^ ' 

vor. Damit also die Potenz x^^ aus dem Ausdruck für w fortfalle, hat 
man zu setzen: 

2n + b^i "" -(l~-2ii-6)(T2,+6-i, 

(12.) ^ = (2f^+6-l)^(T2.+6-M y = » + 6~2. 

In der vorstehenden Rechnung ist der Fall, wo sowohl b als n die kleinst- 
möglichen Werthe haben, 6 = 1, fi = 0, auszunehmen, da dann 2fi4-6— 1 ver- 
schwindet. Indessen wird in diesem Falle Qn{x) mit yi = a?"^^^^i identisch, 
welches Integral für 6=1, fi = die Anfangspotenz x"^ hat; dies zeigt, dass 
die Gleichung (12.) auch hier gültig bleibt, indem A gleich Null zu nehmen 
ist. Es ist somit die Gonvergenz der Reihe ^o(^) f^r 6=1 bewiesen; und 
dass nur eine solche Function ^o(^) = ^'M^+^i^+'*'l ^^istirt, folgt un- 



• • ■ 
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mittelbar aus dem Umstand, dass das zweite particulfire Integral von (9.) im 
genannten Falle logaritbmisch ist. 

Es bleibt übrig, die Reihe Q^{x) aus dem Ausdruck des ir berzustellen. 
w ist eine convergente Reihe mit dem Anfangsgliede (1 — 2» — fc)«"^""^, in 
welcher die Potenz x~^ fehlt. Aus 

w = (1-211-6) |a:-'-* + (T,a?*-'-* + -..|, 

erhält man durch Multiplication mit yi = a:*^^^^i das der Gleichung (11.) 
genügende particuldre Integral von der Form 

Q^{x) = x''^'\\+K,x + K,x'' + '-\, 

in welchem der Factor i+KiX + K2x'^-\ — eine convergente Reihe ist. 

Die Reihe, als welche Qn(,x) definirt wurde, ist hiermit in allen Fällen 
als convergent bewiesen. Indessen ist zu bemerken, dass wenn b eine po- 
sitive ganze Zahl ist, Q^(x) durch die Gleichungen (10.), (11.)? (12.) nicht 

m 

vollständig bestimmt ist, weil das zweite particuläre Integral von (11.) eben- 
falls rational ist. Denn die HinzufQgung einer willkarlichen Constante zu 
/wdx giebt einen Summandus 

Gonsty, = Const.a:"+*-'|l+C,aT+C;ia:' + --.|, 

durch den die Gestalt der Reihe (10.) nicht geändert wird. Dieser Summandus 
enthält jedoch niemals negative Potenzen von x^ mit Ausnahme des besonders 
behandelten Falles 6 = 1, »=0, für welchen die Eindeutigkeit von Qi){x) 
nachgewiesen wurde. Derjenige Theil der Reihe Qn{x)^ welcher die nega- 
tiven Potenzen von x enthält, ist also stets eindeutig bestimmt, und es zeigt 
sich, dass für die folgenden Rechnungen nur dieser von Wichtigkeit ist. 

Man bezeichne durch qn{x) die Summe der n+\ ersten Terme der 
Reihenentwicklung von Qn{x)^ also: 

(13.) q,{x) == x-^-'\i+K,x+K,x' + ''' + K,x^\. 

Dann ist die Function 

QJx) = qn{x) + K,^, + K,^,x + K,.,,x''+'", 

wenn b nicht ganzzahlig ist, durch (9.) und (10.) eindeutig definirt, während, 
falls b eine positive ganze Zahl ist, und daher die Gleichungen (10.), (11.), 
(12.) zur Anwendung kommen, die Reihe K^+i+K^^2X-{ — eine willkürliche 
Constante enthält. Aber für beide Fälle ist bewiesen: 
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1) dass q„{x) eindeutig bestimmt ist, 

2) dass die Reihe Qn{x) convergent ist. 

Diese Eigenschanen reichen aus, um die Coefficienten ß der nach den Functionen 
P fortschreitenden Reihen auf die rationalen Functionen q^ix) zurückzuführen. 
In Retreff der Constanten A, welche durch die Gleichung (12.) bestimmt 
wurde, möge bemerkt werden, dass man zu dem Werthe derselben auch von 
einem etwas anderen Gesichtspunkte aus gelangt. Setzt man in die Gleichung 
(9.) die Reihe x'""'^\Kii + KiX-\ — | für Q^ ein, so erhält man ein lineares 
Gleichungssystem für die Grössen K^ und zwar hat, für ein beliebiges v^ der 
Coefficient Ky in derjenigen Gleichung, welche ihn zuerst enthält und deshalb 
bestimmt, den Factor r{r — 2n'-b+i). Es ist klar, dass wenn b eine positive 
ganze Zahl ist, dieser Factor für einen Werlh von v verschwindet, nämlich 
für V = 2n+b'-i. Hierdurch bleibt der Coefficient Äj^+^-i willkürlich, und 
die 2«+ 6—1** Gleichung giebt nunmehr eine weitere Reschränkung für die 
Coefficienten Äo, /ifi, ... Ä2„_|.6_2, wodurch diese Grössen im Allgemeinen 
sämmtlich gleich Null werden. Durch Hinzufügung des Summandus Ax*'^^"'^ auf 
der rechten Seite der Differentialgleichung tritt nun aber A für Kin^b^i ©i^ 
und wird durch die 2» + 6—1*® Gleichung bestimmt. Auf diese Weise werden, 
nachdem Äü = 1 gesetzt ist, für /Ti, Äj, . . . ^2n+6-2 und A eindeutige Werthe 
gefunden. — Aus diesen Betrachtungen geht ausserdem hervor, dass es nicht 
nothwendig ist, in der Gleichung (11.) grade die Potenz a:*+^-^ für x^ zu 
setzen, sondern dass im Allgemeinen auch eine niedrigere positive Potenz 
von X gewählt werden kann. Es kommt nur darauf an, durch Einführung 
von A zu verhindern, dass mehr Bestimmungsgleichungen als Unbekannte 
vorhanden sind. Ein Reispiel hierzu liefern die in den §§. 15—17 behandelten 
specielleren Differentialgleichungen, in denen man -4a?"+^"^ durch A, respective 
Ax ersetzt und dadurch bewirkt, dass die Functionen Qn{x) nur negative Po- 
tenzen von X enthalten. 

§. 7. Man bezeichne, wenn F{x) eine nach steigenden oder nach 
steigenden und fallenden Potenzen von x eutwickelbare Function ist, den 
Coefficienten der Potenz x"^ in dieser Entwicklung durch 

[F{x)U. 

Dann bestehen für die Functionen P„,{x) und die zugehörigen Ergänzungs*- 
functionen Q^{x)^ wenn m und n zwei von einander verschiedene, nicht ne- 
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gative ganze Zahlen sind, die Gleichungen: 

(14.) [P^{x)Q^{x)U^O, [P^{x)Q^{x)\^,^\. 

Zum Beweise maltiplicire man die Differentialgleichung (2.), durch 
welche P^{x) definirt wurde, mit Qn{x): 

Nun giebt die Formel 

UdV = d(UV) - VdU 
die Gleichungen 

'^ '^'' dx* ~ dx y^ ^^ dx J dx dx 

~ dx\^'^' dx y , dx\ dx '^'J'^ dx* '^-' 

SO dass man erhalt 

Da alle Reihenentwicklungen nach steigenden Potenzen von x in dieser Glei- 
chung convergent sind, so können die Coefficienten der Potenz x~^ auf der 
linken und rechten Seite einander gleich gesetzt werden. Der Ausdruck 

d 



yQ-^-^^'-.^oO.''.] 



dx 

enthält die Potenz x"^ nicht, da er der Differentialquotient einer convergenten 
Potenzreihe ist. Ferner besteht fflr Q^ die Differentialgleichung 

^(^-^(^ + hQ, = nin+b-i)Q,+Axr, 

die anwendbar ist, welchen Werth auch m habe, da die Constanten b, 6i, 
Ci, ... von m unabhängig sind. Man gelangt folglich, indem man die oben 
angegebene Bezeichnung für den Coefficienten von x'^ gebraucht, zu der 
Gleichung : 

m(m+6-l)[P.(?J_, = nin+b^i)[P^Q.U + A[xrP^]^,. 
Die Constante A ist für ein nicht ganzzahliges b gleich Null; ist b eine po- 
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sitive ganze Zahl, so ist nach der Yoranssetzung auch y eine solche, und 
das Product x^P^ enthält nur positive Potenzen von x. In beiden Fällen 
ergiebt sich daher ^[j?^P^].] = 0, wodurch man zu der Gleichung 

{mim^b^i)-n(n+b^i)}lP^{x)Q.{x)U = 
gelangt. Der Factor iw(m+6— 1) — »(i^+6— 1) wird gleich Null für n = m 
und für w=l — m — 6. Die letztere Wurzel kommt jedoch nicht in Betracht, 
da nach der Voraussetzung m und n positive ganze Zahlen oder Null sein 
sollen, und der Fall, dass b eine negative ganze Zahl oder Null sei, ausge- 
schlossen wurde. Nur in dem einen Fall, wo 6=1, m = ist, giebt die 
Zahl l-rm — b einen anwendbaren Werth für «, « = 0; dieser stimmt jedoch 
alsdann mit der andern Wurzel » = m überein. Also verschwindet nach den 
hier geltenden Y oraussetzungeii die Differenz 

m(m + 6~l)-«(»+6-l) 

nur für n=^m. In Folge dessen giebt die oben erhaltene Gleichung das Re- 
sultat, dass 

[P^(x)Q^{x)U = 
ist, sobald m und n von einander verschieden sind. 
Für « = m ist 

Pn.{x)Q^ix) = x''{i+k,x+'"}x--'^''{l+K,x+'-l 

Woraus, da die rechte Seite die Potenz x"^ mit dem Coefficienten 1 enthält, 
iiiimittelbar die Gleichung 

[P„.{x)Q^{x)U = 1 
folgt. 

§. 8. Die Gleichungen (14.) wendet man dazu an, die in §. 2 vor- 
kommenden Coefficienten ß durch die Functionen Q auszudrücken. Die 
Grössen ßo-, /?i, ... ß^^i waren so bestimmt worden, dass die beliebige, aber 
in der Umgebung von x = eindeutige und stetige Function (p{x) im con- 

stanten Glied und in den t— 1 ersten Potenzen von x mit ß^tP^i{^)-\ h/^r-i^t-iC^) 

fibereinstimmte. Die Gleichung 

/?oPo (^) + ••• + /?,-! P.-,(ar) = «o+«iaT+... + ffx^ia^^'*+S, 

in welcher S nur höhere Potenzen von x als die t—V^ enthält, schreibe man 
nun in der Art, dass 

gesetzt wird, und multiplicire dieselbe mit Qy{x). In der hierdurch entste- 
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benden Gleichung 

= <p{x)Q,{x) + {S--a,x^^a,^,x^-^'-^^..)Q^{x) 

setzt man die CoefGcienten der Potenz x^^ auf der linken und rechten Seite 
einander gleich; r bezeichne eine beliebige der Zahlen 0, 1, 2, . . . r— 1. 
Auf der linken Seite kommt, wie aus den Gleichungen (14.) hervorgeht, die 
Potenz x"^ allein in dem Product Py{x)Q^{x) vor, in welchem sie den Coeffi- 
cienten 1 hat. Der Coefficient von x"^ auf der linken Seite der obigen iSlei- 
cbung ist also gleich ßy. Auf der rechten Seite ist der Summandus 

frei von negativen Potenzen von x, da Qy{x) auch für den grössten Werth 
des Vy v = T— 1, keine höhere negative Potenz als x"^ enthält. Unter Anwen- 
dung der im vorigen Paragraphen angegebenen Bezeichnung gewinnt man 
daher för die Constante ßy die Gleichung: 

ßy = Mx)Qy{x)U. 

^ Der grösseren Uebersicbtlichkeil halber soll in diesem Ausdruck der 
Buchstabe x durch u ersetzt werden. — Statt der Function Qy kann in der 

letzten Gleichung die rationale Function qy gesetzt werden. Denn nach der 

-. • • 

Definition von qy{x) bat man die Gleichung 

Qy{x) = q^{x)'\■Ky^^^^Ky^^x+Ky^^x^'^*^*. 

HoltipUeirt man dieselbe mit (p{x) = «,j+«i^-i-***9 so kommt in dem Ausdruck 

y(a?)(^,^, + ifirv+^a?+Ä„+3a^+"-) 
die Potenz a?""* nicht vor, und es folgt [(p{x)Qy{x)\^x = [(p{x)qy{x)]^i, Da, 
wie in §. 6 bewiesen wurde, die Functionen qy{x) stets eindeutig definirt sind, 
so ergeben sich für die Coefficienten ß völlig bestimmte Werthe. 
Die gefundene Gleichung 

(15.) ßy = [ip{u)Qy {u)U = [y («) qr («)]-i 
gilt fflr jeden endlichen Werth von v. Falls also die Function q>{x) Ober- 
haupt in eine convergente Reihe von der Form 

tp{x) = /3uPo(a?)+/?i/'i(a?) + - in inf. 
entwickelt werden kann, muss es die Reihe 



v^=t 
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sein. Es bleibt übrig, die Convergenz der letzteren Reibe zu beweisen, za 
welchem Behafe die Werlhe der Coefficienten [y («) i^y («)]-i fflr ein unbegrenzt 
wachsendes v untersucht werden sollen. 

§. 9. Auf die Function q^{x) lässt sich fast genau dasselbe Verfahren 
anwenden, durch welches in §. 3 die Ungleichheit (7.) für P^{x) abgeleitet 
wurde. Man führt die Reibe 

in die Differentialgleichung (9.), respective (11.) ein, betrachtet aber nur die 
n Coefficienten /Ti, ... K^, da die Function qnix) allein diese enthält. Auf 
Ki^ . . . K^ bleibt der Term Ax^ in (11.) ohne Einfluss, so dass sich aus 
(11.) dieselben Gleichungen ergeben, wie aus (9.). 
Aus der Differentialgleichung (9.) 

+ [-(^+l)(« + 6-2)+(c,-260a: + (c,-360a:'+-](>- = 
»folgt die Gleichung 

r{2n+b-y'-i)K = [bi{n+2-v)+c,-2b,]K,^i+ [62(«+3-v)+C2-36Jifir^.,+-, 
welche zeigt, dass die Constante b nur im Nenner, dagegen die Constanten 
6i, 62, ... Ci— 26i, C2 — 3629 • . • nur im Zähler der für die Grössen K re- 
sultirenden Ausdrücke enthalten sind. Die bei &i, 62? ••• vorkommenden 
numerischen Coefficienten n+2—y, n+d—r, . . . sind sämmtlich positiv, da nur 
die Werlhe v^n in Betracht gezogen werden. Bezeichnet man femer den 
reellen Theil von b durch 6', so ist mod. {2n+b'—v—i) < mod. i2n+b—r—\ \ 
da in ersterer Zahl nur der imaginäre Theil fortgelassen ist; die Zahl n wird, 
da die Untersuchung nur grosse Werthe von n betrifft, grösser als 2+mod.6 
angenommen, so dass die Zahl n+b''-2 positiv ist. 

Man nenne ^1 und ^2 zwei reelle positive Zahlen, welche die Moduln 
der nach der Voraussetzung convergenten Reihen 

bi + b2X + b2X^'\ — , 

Ci-26, + (C2-362) X + (€3-463) x'+'" 

auf einer den Nullpunkt umgebenden Kreisfläche mit dem Radius r übertreffen. 
Ersetzt man dann in der Differentialgleichung der Function Q^ die obigen Reihen 

durch ■ — und — und gleichzeitig b durch 6': so erhält man ein 

r r 
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System von n reellen positiven Coefficieoten /Tj, £^, ... K^, welche grösser 
als die Moduln der entsprechenden CoefScienten /ifj, /Tj^ • • • ^i. sind. Denn 
an Stelle der Constanten 6i, 62, ... C| — 26i, Cj — 862, ... in der obigen 
Gleichung für Ky treten reelle positive Zahlen von grösserem absolutem Werthe, 
und da r^n, « + 6'— 2>0 ist, so folgt 2ii+6'--v— 1 >>0, wodurch die 
obige Ungleichheit 2n-\-b'—v ~1 <mod. (2ii+6— y— 1) wird. Fflr die Grössen 
Äl, ... Kly welche aus 



-'S-r(»'-<)-+;^]-£-+r-("+i)(''+*' 



-«)+ -^ » = « 




durch Einsetzen der Reihe 

bestimmt werden, ergiebt sich die recurrirende Gleichung: 

rK'y ^ ^ (ri,-2)(n-»)+2rV+rA,-6' 



Ersetzt man sowohl rli—2 als 2rA,4-r/l,— 6' durch eine grössere reelle po- 
sitive Zahl X, und ferner 2n+b'—v—\ durch die. kleinere Zahl «— v+l: so 
entsteht, far »^ = 1, 2, ... n, die Ungleichheit 

Da Äii = 1 ist, folgt hieraus 

^»'^~;^' ^»^ O.r* » •• • ^•'*^ 1.2. ..».r' ' 

also ist um so mehr fär v= 1, 2, ... n: 

mod./r.< ^^+^^^^+^>--^^+-^ JL. 

Fflr den Modul von g„(a:) = a:"'""*[l+Ä'ia:-| hÄ.a:"| ergiebt sich demnach 

die Ungleichheit 

mod. y.(a.) < c- [1+2: ^^^:S.:/^^ -;:r| . 

welche verstärkt wird, wenn man in der rechts stehenden Summe die Glieder 
von V = n+i bis y=oo hinzufägt. Die unendliche Summe ist aber nach 

1 J , so dass di^ Ungleichheit 

mod. q,{x) < cü— * {^~^) 



.— II— 1 
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1 J fflr axCr ein positiver endlicher, 

von n unabhängiger Werth ist, so kann man eine positive, von n unabhängige 

Constaote yt angeben, welche den Werth von [1 J auf der den Punkt 

x = umgebenden Kreisfläche, deren Radius kleiner als r ist, übertrifft. Die 

obige Ungleichheit wird daher verstärkt, wenn man die rechte Seite derselben 

durch ^co"*"* ersetzt. Die Betrachtung gilt, nach der in §. 3 angewendeten 

Ausdrucksweise, fflr die ganze Kreisfläche, deren Mittelpunkt x =-0 und deren 

Radius q ist, mit Ausschluss der Peripherie. 

Man gewinnt somit das Resultat, dass für moA.x<Z(f und fs>>2+mod.6 

die Ungleichheit 

(16.) moA.q^(x) <Cyi(o' 

besteht, in welcher A eine reelle positive, von n unabhängige Constante 
bedeutet. 

§. 10. Aus der Ungleichheit (16.) ergiebt sich eine andere, welche 
sich auf die Coefficienten ß bezieht. 

Die Coefficienten ß, für welche die Gleichung (15.) 

ßr - bP («) Qr («)]-! = [y («*) ^K («)]-! 

gefunden wurde, können als bestimmte Integrale geschrieben werden. *) Mav 
bezeichne durch R eine reelle positive Zahl, welche erstens kleiner als q 
ist und zweitens die Eigenschaft hat, dass auch die Function (p{x) auf der 
Kreisfläche mit dem Mittelpunkt x = und dem Radius R eindeutig und stetig 
ist. Ferner sei M eine reelle positive Constante, welche grösser ist als der 
Werth des Moduls von (p{x) in irgend einem Punkte dieser Kreisfläche. Dann 
werde das Product (p{u)qy{u\ welches gleich einer convergenten Reihe 



ist, nach u längs derjenigen Kreislinie integrirt, welche R zum Radius und 
den Punkt ii = zum Mittelpunkt hat. Die Richtung, in welcher der Kreis 
durchlaufen wird, sei die positive. Setzt man u = Re^\ du = Rie^dd^, so 
hat die Variable d^ die reellen Werthe von bis 2n zu durchlaufen, und 
das betrachtete Integral ist: 

Rif^'<p{Re^) q, (Re^^) e^'d». 







*) Man vergleiche in der Schrift des Herrn C Neumann ;,Theorie der Bessehchea 
Functionen^' (Leipzig, 1867) die analogen Entwicklungen für die Kugelfunctionen und 
•die Bessehchen Functionen (§. 3 und §. 9 der erwähnten Schrift). 



i 
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Die unbestimmte Integration der obigen Reibe giebt andererseits den Ausdruck 

welcher bis auf das eine Glied iV^log» eindeutig ist. Bei der zum Aus- 
gangspunkt zuröckkebrenden Integration fallen desbalb s&mmtlicbe Glieder der 
Reibe fort, mit Ausnabme jenes einen, welcbes 2n%'Ny liefert, so dass das 
geschlossene Integral gleich 2mNy gefunden wird. Auf diese Weise erbfilt 
man, da iV^ nach der eingeführten Bezeichnung mit [9^ («<) 9^ (^)]-i identisch 
ist, die Gleichung 

Nun wird der Modul einer Summe vergrössert, wenn jeder einzelne 
Summandus durch eine reelle positive Zahl, die seinen Modul übersteigt, er- 
setzt wird; dasselbe gilt von dem bestimmten Integral, als der Grenze einer 
Summe. Der Modul von q{Re^*) ist aber zufolge von (16.) ffir alle Wetthe 
von & kleiner als ABr"^^, der Modul von (p{He^) nach der Voraussetzung 
kleiner als M, und mod. 6^' = 1. Ersetzt man daher jedes der Elemente des 
Integrals durch MAR^'^'^dd , so erhält man ein Integral von ausschliesslich 
reellen positiven Elementen, welches grösser als der Modul des früheren ist. 
Ed ergiebt sich folglich, für v>>2+mod.&^ die Un^eichheit 



mod. [(p (11) ^v(ii)]^i < -^ MAR-'^-'f^'' d» 

oder 

(17.) mod. [(p{u) p, («)]_, < MAR-\ 

Diese Ungleichheit liefert, da die Constanten M, A, R von v unab- 
hängig sind, die zum Convergenzbeweis erforderliche Grenzbestimmung. 
Bevor jedoch zum Convergenzbeweis selbst übergegangen wird, soll ein Fall 
der Differentialgleichung (2.), welcher im Vorhergehenden ausgeschlossen 
wurde, nachträglich behandelt werden. 

§.11. Es wurde bei den bisherigen Untersuchungen überall voraus- 
gesetzt, dass in der Differentialgleichung des Pj^x) die Constante b oder 
[x^*flr(a:)]jr==„ weder eine negative ganze Zahl noch Null sei. Von dieser Be- 
schränkung kann in gewissen Fällen abgesehen werden, nämlich dann, wenn 
g{x) eine ungrade, h{x) eine grade Function eon x, und die Constante b 




344 Pochhammery Reihenentwicklungen nctch Integralen linearer Differentialgleichungen. 

eine grade Zahl ist. Die Erganzungsfunctionen Q werden in diesem Falle 
durch die Gleichungen (9.) und (10.) definirt. 

Wenn g{x) eine ungrade, h{x) eine grade Function bedeutet, ist in der 

Differentialgleichung {4.)^ welche aus (2.) durch die Substitution P^{x) = x'^7i 

du 
hervorgeht, der Coefficient von -^ eine grade, und der Coefficient von ri 

eine ungrade Function von x. Durch die Substitution x^ ^S erhält diese 
Differentialgleichung dann die Form: 

Die Coefficienten sind eindeutige Functionen von ^^ und da b als grade, also 

"j^ als gebrochen vorausgesetzt ist, so ist durch die angewendete Substi- 

tution der vorliegende Fall auf den, wo b nicht ganzzahlig ist, zurQckgefQhrt. 
Der die Gleichung (5.) betreffende Satz und alle Schlösse der Paragraphen 3—5 
sind daher direct übertragbar, mit einer unerheblichen Modification des Be- 
weises von (7.). — Ebenso wird die in §. 6 für ^ erhaltene Differential- 
gleichung durch x'^ = § auf den Fall eines nicht ganzzahligen b reducirt, 
woraus die Anwendbarkeit der fflr Qn{^) abgeleiteten Sätze folgt. 
Endlich gilt auch die Formel (14.) 

lPn.ix)Q^{x)U = 0, [PAx)QUx)U==i^ 
Man erhält, wie in §. 7, mit Hülfe der Differentialgleichungen (2.) und (9.) 
die Gleichung 

{mlim + b^i)^n(H+b^i)}[P^{x)Q^{x)U = 0, 
aus welcher [Pm{^)Qn{^)]-.i = folgt, falls nicht 

m(m + 6-l)-ii(ii + 6-l) = 

ist. Von letzterer Gleichung hat man indessen hier nicht allein die Wurzel 
it = m^ sondern auch die Wurzel n= i — m—b zu berücksichtigen, da b eine 
negative ganze Zahl, also 1 — 921 — 6 für kleine Werthe von m eine positive 
ganze Zahl ist. Es ist deshalb noch zu beweisen, dass in dem Prodact 
Pfn{x)Qi^^_b{x) die Potenz x'^ nicht vorkommt. Aus den Differentialglei- 
chungen (2.) und (9.) folgt aber, dass die Reihen 

l+Ä,a: + *2a:'+..., i + K,x + K,x'' + '^' 

im vorliegenden Fall nur grade Potenzen' von x enthalten, wodurch das 
Product P« (x) öl-«-/) (a?) gleich 
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wird. Da b als grade vorausgesetzt ist, so kommen in dem letzteren Product 
nur grade Potenzen von ar vor, wodurch auch für « = 1— m — 6 die Gleichung 

[P,^ {x) Q„ ix)U = 
bewiesen ist. Die Coefficienten ß werden in Folge dessen auch hier durch 
die Gleichung (15.) bestimmt. 

Es wurde oben nachgewiesen, dass wenn g{x) eine ungrade, h{x) 
eine grade Function, und b eine grade ganze Zahl ist, dieselben Betrach- 
tungen anwendbar sind wie im Falle eines nicht ganzzahligen b. Abgesehen 
von der erzielten Erweiterung der Sätze auf negative ganzzahlige Werthe von 
by gelangt man hierdurch zu dem Resultat, dass wenn g{x) eine ungrade, 
h{x) eine grade Function, und b eine positive grade Zahl ist, die Diffe- 
rentialgleichung der Function Qn{x) sich auf die homogene Gleichung (9.) reducirt. 
In der That ergiebt sich die Ck)nstante A in der Gleichung (11.) dann immer 
gleich Null, da das allgemeine Integral von (9.) frei von Logarithmen ist. 

AhschuiU III. 

CoDvergenzbeweis; Ausdehnuui^ der Theorie auf Reihen mit nicht 

kreisförmigem Con v ergo nzge biet. 

§. 12. Die unendliche Summe 
[(p{u)Q,{u)UP,{x)Hv{u)Q\iu)UP,{x)^^ in inf., 

deren Convergenz zu beweisen ist, zerlege man in die zwei Theile 

'T' [</> («) Q, iu)U Pr (X) + T [<p («) (?, {n)U Py ix\ 

y=() V--T 

indem man durch r eine endliche ganze Zahl bezeichnet. Dann lässt sich 
mit Hülfe der im Vorhergehenden abgeleiteten Ungleichheiten leicht zeigen, 

dass die Restsumme 2! [(p(u)Qy(u)]^iPy{x) beliebig klein gemacht werden 
kann, wenn fOr r eine genügend grosse Zahl gesetzt wird. 

Nach der Definition von R ist auf der Kreisfläche mit. dem Mittel- 
punkt 07 = und dem Radius R sowohl die Reihe 

als die Reihe 

Pn.{x) = X'^il + k.X + k.x'+'l 

convergent. Bezeichnet v eine positive ganze Zahl, die grösser als 24-mod.6 
ist, so wurde einerseits für alle Punkte dieser Kreisfläche die Ungleichheit (7.) 

moA.Py{x) <C iw'/ 

Joarnal far Mathematik Bd. LXXIV. Heft 4. 44 
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andererseits die Ungleichheit (17.) 

mod. [(p (fi) Q, (ii)]«i < MARr'' 

bewiesen, wo o) den Modul von x, und L, A, M drei von v unabhängige 
reelle positive Constanten bedeuten. 

Die Zahl r werde grösser als 2 + mod.b angenommen; dann sind die 
genannten Ungleichheiten auf jeden Term der Restsumme anwendbar. Wird 

also in der Summe ^ [(p(u)Qy{u)]^iPy{x) die Function Py{x) überall durch 

Lw% und der Coefficient [y («) ^y («)]_! durch MAR"'' ersetzt: so entsteht 
eine aus reellen positiven Gliedern bestehende Summe, die grösser als der 

y=ao 

Modul von 2: [(p(n)Qy{uy]^iPy{x) ist. Aus der Ungleichheit 



ysOO y=9D 



mod. i: [<p{u)Qy{u)]_^P,{x) < i: LMAR-'of 

v—T V=T 

ergiebt sich aber, da die Constanten L^ M, A von v unabhängig sind, und 



'-« 



ist, die folgende: 

(18.) n.od.''|'[<^(«)(?,(tt)]_.P,(x)<IJf//(-jy— L_. 



" ,_- 



Die Potenz [j^J ist für (o<CR eine mit wachsendem t beliebig klein werdende 

i 
Grösse, während einen endlichen Werth hat. Der Modul der auf der 

1— — 

linken Seite von (18.) stehenden Summe ist folglich, sobald man für r eine 
hinreichend grosse endliche Zahl wählt, kleiner als jede noch so kleine an- 
gebbare Grösse, womit die Convergenz der Reihe 

^^[cp{u)Qy(u)UPr{x) 

bewiesen ist. 

Der Werth der Reihe ergiebt sich, gemäss den in §. 8 angestellten 
Rechnungen, gleich (p (x). Da dieselbe für (o<ZR eindeutig und endlich ist, 
80 kann sie in eine convergente Potenzreibe 

-2^ ry(«)^„ («)]_, Fax) = a^+a[x + a'jx'' + --' 

V—V 
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entwickelt werden. Nun wurde in §. 8 gezeigt, dass die aus r Gliedern be- 
stehende Summe 

in dem constanten Gliede und den Coefficienten der r—i ersten Potenzen von 

y~at 

X mit der Function ip{x) öbereinslimml. Die Restsumme ^ [9>(«)^„(ti)]-iPX^) 

enthält, wie aus der Definition der Functionen P folgt, nur höhere Potenzen 

von X als a:^ . Also sind auch in der unendlichen Summe 2 [y(«) ^Xt«)]-!^^^) 

die erwähnten r Coefficienten mit denen von (p{x) identisch, und man hat 
die Gleichungen: 

Da aber diese Gleichungen bestehen, während % eine ganz beliebige endliche 
Zahl bedeutet, so ist die Identität der beiden convergenten Reihen 

«o+aia?+«2ic^H — in inf. 
und 

«o+«ia? + «2ii?^ + *" in inf. 
bewiesen. 

Man erhält auf diese Weise für die beliebige Function ip{x\ wenn sie 
nur auf einem den Punkt x = einschliessenden Flächenstück der x- Ebene 
eindeutig und stetig ist, die contergente, nach den Functionen P fortschreitende 
Entwicklung: 

(1 9.) (p{x) = Y [(P («) Qr («)]-, Py {X). 



Die in der Definitionsgleichung (2.) vorkommenden Constanten b, b^^ 629 — ^1? ^2? ••• 
bleiben beliebig, bis auf die in §. 1 angegebenen Beschränkungen. 

Die Reihen a;"*jl + Ä,xH — |, als welche die Functionen Pn,{x) definirt 
sind, convergiren für mod.a?<Cp, wo p den Abstand des Punktes j:=0 vom 
nächstgelegenen singulären Punkte der Dilferentialgleichung (2.) bezeichnet. 
Wenn nun innerhalb der den Punkt o; = umgebenden Kreisfläche mit dem 
Radius p, jedoch abgesehen von der Peripherie, die Function (fi{x) irgendwo 
aufhört, eindeutig und stetig zu sein: so fällt das Convergenzgebiet der Reihe 
(19.) genau mit dem der Potemreihe 

(fix) = cf„ + «1 ic + «2 i^^ H 

zusammen. In §. 5 wurde gezeigt, dass das Convergenzgebiet der Reihe (19.), 

44* 
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wie bei den Potenzreihen, ein Kreis mit dem Mittelpunkt x = ist. 
Dieser Kreis kann aber einerseits nicht grösser als der Convergenzkreis von 
ofo+«ia?-f-«2iP^H — sein, da bei der letzteren Reihe die Divergenz nur dann 
eintritt, wenn (p{x) unstetig oder mehrdeutig wird. Derselbe kann anderer- 
seits auch nicht kleiner als jener sein, da durch die Ungleichheit (18.) die 
fflr die Convergenz von a^^+a^x+a.ix'^-\ — erforderliche Einschränkung des 
Moduls von x, nämlich cixCR, genau auf die Reihe (19.) übertragen wird. 

Ist die Potenzreihe ^^(ir) = öo + «iiP-f cf2^^H — für dasselbe Gebiet oder 
für ein noch grösseres convergent, wie die Reihen P^{x)=^ x'*\\-\-kiX+"'}^ 
so ist die Gültigkeit der Entwicklung (19.) für die ganze Kreisfläche mit dem 
Mittelpunkt 07 = und dem Radius q, jedoch mit Ausschluss der Peripherie, 
bewiesen. 

In dem Falle, dass in der Differentialgleichung (2.) die Functionen 
g{x) und h(x) für alle endlichen Werthe von x eindeutig und stetig bleiben, 
ist jede beliebige Function von x stets auf genau demselben Flächengebiete 
nach diesen Functionen P entwickelbar, wie sie nach positiven ganzen Po- 
tenzen von X entwickelt werden kann. 

§. 13. Die in den vorstehenden Rechnungen erhaltenen Resultate 
lassen sich mit Hülfe einer Substitution erheblich verallgemeinern. Die Dif- 
ferentialgleichung (2.) giebt diejenigen Functionen F(x), welche sich den 
Potenzen von x am nächsten anschliessen , in der Art, dass die nach ihnen 
fortschreitenden Reihen ein kreisförmig begrenztes Convergenzgebiet haben. 
Im Folgenden soll nun eine Differentialgleichung betrachtet werden, welche 
sich von (2.) darin unterscheidet, dass als Coefficient der höchsten Ableitung 
nicht ar^, sondern eine beliebige mit x^ beginnende Potenzreihe, x'^+aiX^-i-a,x*+'"^ 
steht. Durch diese Differentialgleichung wird eine neue Gattung t>on Functionen 
P{x) definirt, nach denen sich ebenfalls jede* in der Umgebung von x — 
eindeutige und stetige Function (p{x) entwickeln lässt; jedoch ist die Grenze 
des Convergenzgebietes nicht mehr ein Kreis, sondern eine andere, in jedem 
einzelnen Fall direct bestimmbare Curve. Diese letzteren Functionen P(x) 
werden durch Einführung einer andern unabhängigen Variablen auf die bisher 
betrachteten reducirt. 

Man definirt die allj^emeinere Function Pm{x) durch die Differentialgleichung 

(20.) f,x)^^g{x)^^h{x)P^ = m[m^b-\)P^, 
in welcher durch f{x) eine convergente Reihe 
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und durch g{x) und h{x)^ wie bisher, die Reihen (1.) bezeichnet werden. 
Die Constanten »i, a^, ... werden ebenfalls als unabhängig von m voraus* 
gesetzt, sind aber sonst beliebig. 

Man führe statt x eine Variable ^ ein^ welche man durch die Gleichung 

(21.) 4-=-^. ^=/~vh 



bestimnit, indem man für die Quadratwurzel das positive Vorzeichen festsetzt. 

dl 

dx 



Bezeichnet man -f- kurz durch x, so ergiebt sich: 



</P, dP« . dP, I 



dx 



'/.= 



dl '' dl |//^ ' 



■ d'P, d*P, g' dP, dx 
dx* d|* /-(x) "*■ dt d| ^• 

Die DiiTerentialgleichung (20.) verwandelt sich hierdurch in die Gleichung 

(22.) f^+(nx)-^+9{x))x^+h(x)P^ = m(m+6-l)P„, 

von der gezeigt werden soll, dass sie die nämliche Form in Bezug auf S 

hat, wie die Differentialgleichung (2.) in Bezug auf x. Es sind zu diesem 

dP 
Behuf die Coefficienten von -rf- und P« in (22.) als Functionen von | her- 
zustellen. 

Die convergenle Reihe a:''^/'(a:) = 1-f aiX + a,a:'H — ist innerhalb eines 
geissen endlichen Abstandes vom Punkte x=^0 von Null verschieden, so 
dass auf einem den Punkt a? = umgebenden Flächenstuck . der Quotient 

gleich einer convergenlen Reihe l+alaj+aiaj'H — ge- 

setzt werden kann. Auf diese Weise erhält man, indem man bestimmt, dass 
die Integrationscönstante gleich Null genommen werden soll, die Gleichung 

y* dx /' i + a\x + a^x^+"'. , , . , . ' 2, 

-== = / —2—? — —^—^ — dx = logx + aiX+ia2X^+''^^ 

und daher nach (21.) 

Innerhalb des angeführten Gebietes ist somit ^ eine eindeutige stetige Function 
von X. Für a: = ist 1 = 0; und ebenso entspricht dem Werthe ^ = nur 
der Werth a: = 0, da die Reihe a\x+{d2x'^+ - auf dem betrachteten Flächen- 
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Stack nicht unendlich, also die Exponentialfunction nicht gleich Null ist. Setzt 
man den erhaltenen Werth von § in die Gleichung (21.) 



^ ItX^ xy\-]-a^x + a^x^-\- 



ein, so hat man 



dx 



= >/l+Oiir + a2a:'+-e-^»^""i<^'- 



d^ 

Da aber die rechte Seite dieser Gleichung in der Umgebung des Punktes 
o; = stetig und eindeutig ist, so ist nach dem bekannten, an die Taylorsche 
Reihe anknüpfenden Satze von Cauchy auch x daselbst eine eindeutige und 
stetige Function von i^ welche durch eine convergente, nach positiven Po- 
tenzen von ^ fortschreitende Reihe dargestellt wird. Das Anfangsglied der 

dx 

letzteren ist die erste Potenz von | mit dem Coefficienten 1 ; denn -rr nimmt, 

der obigen Gleichung gemäss, den Werth 1 an, wenn ^^ und daher auch x^ 
gleich wird. Somit ist x einer convergenten Reihe 

gleichzusetzen. 

Den erhaltenen Werth von x föhrt man in die Coefficienten der Glei- 
chung (22.), (f{x)-^-['g{x))x und h{x)^ ein. Die Functionen /"(x), g{x\ 

h{x) sind nach der Voraussetzung auf einem endlichen Gebiet in der Um- 
gebung von x = Ü stetige und eindeutige Functionen von x. Diesem Gebiete 
in der a:-Ebene entspricht in der I-Ebene ein den Punkt ^ = enthaltendes 
Flächenstack, dessen Begrenzung überall einen endlichen Abstand vom Punkt 
1 = hat. Die Functionen /(x), g{x)^ h{x) sind daher in der Umgebung 
von ^ = eindeutige und stelige Functionen von jJ, die in convergente, nach 

positiven Potenzen von | fortschreitende Reihen entwickelt werden können. 

da 
Eine ebensolche Function ist ;{=—-, da 

dx ^f(x) a? ^ ' * • ' ' ^ i.[.a^| + a,|'+- 

dy 
ist, und dasselbe gilt folglich von dem Differentialquotienten -^- Die An- 
fangspotenzen der Entwicklungen von fix). g{x\ h{x) nach Potenzen von ,? 
haben, da ar = !?(l + al'cH — ) gefunden wurde, dieselben Coefficienten, wie 
die Anfangspotenzen der entsprechenden Entwicklungen nach x\ die Function 
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da 

fix) beginnt mit |% g{x) mit 6|. Die Function ;c= ^r nimmt, wie aus dem 
obigen Ausdruck folgt, für f =0 den Werth 1 an. Auf diese Weise ergiebt 
sich für den Ausdruck \f{x)'^+g(x)jz ß*"® convergente Reihe von der Form 

die Entwicklung von h{x) werde durch CiS+c^S^-] — bezeichnet. Die Con- 
stanten b, 61, 62, ... cl, c^, ... sind sämmllich von tn unabhängig. Die 
Differentialgleichung (22.) wird hierdurch 

i'^ + {b§+b\e + '-)^+{CiS+ih^'+-')Pn. = m(m+6-l)P., 

und hat somit, wie behauptet wurde, in Bezug auf § genau dieselbe Gestalt, 
wie die Differentialgleichung (2.) in Bezug auf x. — Die Functionen P.^ 
welche in ihrer Entwicklung nach | die Form ^"'|l+&il+&il^H — | haben, 
behalten die nämliche Form auch für die Entwicklung nach x\ so dass zur 
vollständigen Bestimmung der die Gleichung (20.) befriedigenden Function 
P^ die Bedingung (3.) 

hinzutritt. 

Durch den geführten Nachweis übertragen sich alle Schlussfolgerungen, 
zu denen die Differentialgleichung (2.) Veranlassung gab, unmittelbar auf die 
allgemeineren, durch die Gleichung (20.) definirten Functionen P, wenn man 
dieselben als Functionen von ^ auffasst. Jede in der Umgebung von x = 
eindeutige und stetige Function (p{x) lässt sich folglich nach diesen Functionen 
in eine convergente Reihe ßK)Pi){x) + ßiPi{x) + ß2P2{x)-\ — entwickeln, und 
die Begrenzung des Convergenzgebietes der letzteren Reihe ist in der ^-Ebene 
ein Kreis. Um das Convergenzgebiet derselben in der o:- Ebene zu finden, 
hat man nur festzustellen, welche Curve in der a:-Ebene einem Kreise in der 
!?-Ebene entspricht. Setzt man ar = « + f7, j^ = (T+«r, wo «, f, a, r reelle 
Grössen bedeuten, so hat man einerseits in der Gleichung (21.) Reelles und 
Imaginäres zu trennen, andererseits a^+r^ constant zu nehmen; aus den drei 
Gleichungen erhält man, nach Elimination von a und r, eine Gleichung zwischen 
8 und t. Die Curve, welche das Convergenzgebiet der Reihe ßi)Piix)+ßiPi{x)+ - 
in der x-Ebene begrenzt, wird also durch die Gleichungen 

[,«0.) i 

(t'+t' = Const. 
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bestimmt. Dieselbe hängt ausschliesslich von der Function f{x\ dem Coeffi- 
cienten der höchsten Ableitung in (20.). ab. 

Für die Bestimmung der Coefficienten ß ist hier ebenfalls die im 
zweiten Abschnitt angegebene Methode anwendbar. Man definirl die Ergfin- 
zungsfunction Qn{x) durch die Differentialgleichung 

(24.) -^(nx)Q:)~±{g(x)Q:) + {h[x)-n{»+b-i))Q, = j^^^^ 

indem man gleichzeitig die Bedingung stellt, dass Qn{x) durch eine conver- 
gente Reihe von der Form 

darstellbar sei. Die rechte Seite von (24.) ist gleich Null zu nehmen, wenn 
b nicht ganzzahlig ist, dagegen gleich Ax^, , wenn b eine positive ganze 
Zahl ist. 

Es ist leicht zu sehen, dass auf (20.) und (24.) genau die Schlüsse 
des §. 7 anwendbar sind, wodurch die Gleichungen (14.) 

[P. ix) (?. {x)U = 0, [P^ {x) Q^ {x)U = t 

erhalten wurden. Es bleibt nur übrig, zu zeigen, dass derartige convergenle 
Reihen Qn{x) = x''"^^{\-\'KiX'\ — } stets existiren. Dieser Beweis ist jedoch 
schon durch den §. 6 gegeben. Denn lässt man die Bedingung, dass die Con- 
stanten by 6i, ... Cj, C2, ... nicht von m abhängig sein dürfen, ausser Be- 
tracht, so sind die für P und Q gegebenen Gleichungen (20.) und (24.) nicht 
allgemeiner als die früheren Definitionsgleichnngen (2.) und (9.) 9 respective 
(11.), und nehmen durch Division mit x'''^f{x)=^\-\'aiX+(i2X^'\ — die Gestalt 
der letzteren an. Die Forderung, dass jene Constanten von m unabhängig 
seien, ist für den Convergenzbeweis der Reihe /^Po(^)+/^i^i(^)H — von 
Wichtigkeit, ^er hier bereits gegeben ist. Bei den übrigen Fragen kann man 
die Schlussfolgerungen direct auf die Gleichungen (20.) und (24.) übertragen. 
Dies gilt namentlich von dem Beweise der Existenz des particulären Integrals 
^.(a;) = a?"""' jl+ZfiX-l- ••,', da bei demselben die Frage, ob die Constanten 
by 6,, ... Ci, c^, ... von m abhängig sind oder nicht, gar nicht in Betracht 
kommt. Auf diese Weise sind die Gleichungen (14.) auch für den vorliegenden 
Fall bewiesen,; woraus die Bestimmung der Coefficienten ß mittelst der Glei- 
chung (15.) folgt. Hierdurch gelangt man dann zu dem Resultat: dass die 
Formel (19.) auch für den Fall, dass die Functionen P und Q durch (20.) 
und (24.) definirt sind, gültig ist. 
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§. 14. In gewissen Fällen ist die Differentialgleichung der Ergänzungs- 
function Qn,{x) mit der von P„,{x) identisch. Damit dies eintrete, muss 

sein, wodurch die homogene Gleichung (24.) 

jn die Gleichung (20.) für die Function P^{x) übergeht. 

Zu dieser Bedingung treten noch andere. Es war /{x)=x'^-\-aiX^+ -r- ^ 
g{x) = bx + biX^+-" gesetzt worden, so dass, wenn man g{x) gleich f'{x) 
annimmt^ die Constante b gleich 2 wird. Sobald aber b eine positive ganze 
Zahl bedeutet, ist die rechte Seite von (24.) nicht gleich Null, sondern gleich 
Ax"^ zu nehmen. Die verlangte Uebereinstimmung der Gleichungen (20.) und 
(24.) kann also nur dann stattfinden, wenn die Constante A gleich Null wird. 

Nun wurde am Schluss des §.11 gezeigt, dass die in der Gleichung 
(11.) vorkommende Constante A immer verschwindet, wenn g{x) eine un- 
grade, h{x) eine grade Function, und b eine grade Zahl bedeutet^ weil dieser 
Fall auf den eines nicht gaazzahligen b reducirbar ist. Dieselben Betrach- 
tungen sind auf die allgemeinere Gleichung (24.) anwendbar, wenn man 
letztere durch x'~'^f{x) dividirt, wie am Schluss des vorigen Paragraphen nfiher 
ausgeführt wurde. Da g{x) gleich f\x) gesetzt worden ist, muss f{x) eine 
grade Function sein, damit g{x) eine ungrade sei. Ist ausserdem h{x) eine 
grade Function von x^ so sind die oben citirten Bedingungen erfüllt, und man 
erhfilt für Pn,{x) und Qn,{x) die gemeinsame Differentialgleichung 

in der man die zwei ersten Terme in t-(A^)^} zusammenfassen kann. 

Definirt man also die Function Pn,{x) durch die Differentialgleichung 

(25-) -^ (n^) -^) + A (X) P. = « (m +1 ) F., 

in welcher f(x) und h{x) zwei beliebige convergente Reihen von der Form 

f{x) = x\i + a,x' + a,x* + '"), 

h{x) = CiX^'^C:^X^ + C^X^ -\ — 

bezeichnen, so ist die Ergänzungsfunction Qmix) ein zweites particuldres In- 
tegral dieser Differentialgleichung. Von den beiden Functionen Pn,{x) und 
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Q„,{x) enthält stets die eine nur grade, die andere nur ungrade Potenzen von 
Xy entsprechend dem Umstände, dass die Gleichung (25.) sich bei einem 
Zeichenwechsel von x nicht ändert. Es ist also: 

PJx) = x-\i+ k,x' + k,x'+-'\, Q^{x)=^x---'\l+K,x''~\-K,x'+-'\. 

Die Integrale der Gleichung (25.) sind in den erwähnten Eigenschaften den 
Kugelfunctionen erster und zweiter Art analog. Es möge bemerkt werden, 
dass die Differentialgleichung der Kugelfunctionen 

dt 



t 
f 



[C'-l)-^] = fn(fn+i)y 



durch die Substitution t=^ — , y = xY in eine Gleichung Obergeht, welche 
mit der Gleichung (25.) für /"(a?) = x^— x*, A(a?) = — 2a?' identisch ist. 



Abschoitt IT. 

Speciellere GleichongeD; Ausdruck für 

§. 15. Als Beispiel fQr die in den vorstehenden Abschnitten ent- 
wickelte Theorie sollen zwei specielle Differentialgleichungen behandelt werden, 
in denen die Coefficienten Binome sind. Man betrachtet die Differential- 
gleichungen 

(26.) {x'+aa^)^-]^{bx + b,x^^ + cxP^ = m(m + 6-l)P., 

(27.) {x'+ax')^+{bx+b,x')^+cx'P^ = ,n(m + 6-l)P«, 

welche insofern zwei besonders einfache Fälle der Differentialgleichung (2.) 
darstellen, als die recurrirenden Gleichungen zwischen den Coefficienten k, 
respective K, nur je zwei dieser Grössen enthalten. Die Gonstanten a, bg^ c 
sind ganz beliebig; die Constante b ist der Einschränkung unterworfen, dass 
sie weder eine negative ganze Zahl noch Null sein darf. 

Die Function Qnip^) wurde^ wenn b eine positive ganze Zahl war, in 
§.6 durch die nicht homogene Differentialgleichung (11.) definirt, in welcher 
der Summandus Ax"^ so zu bestimmen war, dass das allgemeine Integral von 
(11.) keine Logarithmen enthielt. Der Exponent y wurde in §. 6 gleich 
n + b — 2 gesetzt, jedoch wurde gleichzeitig ausgeführt, dass für viele Glei- 
chungen die Wahl einer niedrigeren Potenz von x zweckmässiger sei. Anf 
Letzteres soll bei den vorliegenden beiden Beispielen näher eingegangen 
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werden; der Exponent p^ wird tbeils gleich 0, iheils gleich 1 genommen, 

wodurch es gelingt, für Qn{x) eine ganze rationale Function von — zu er- 

halten. DieEinfflhrung der nicht homogenen Differentialgleichung (11.) {ürQ^{x) 
bezog sich auf den Fall eines ganzzahligen 6; indessen gelten die folgenden 
Entwicklungen auch ebenso für gebrochene und complexe Werthe von b. — 
Durch die für Ax^ getroffene Wahl erhalten die durch (26.) und (27.) defi- 
nirten Functionen P und ihre Ergänzungsfunctionen Q die Eigenschaft, dass 

ist, woraus sich eine Bestätigung der Formel (19.) ergiebt. 

Man definire die zu (26.) gehörige Ergänzungsfunction Q^ix) durch 
die Differentialgleichung 

(28.) -^[(ar^+aa:^)^J--^[(6a: + ^a:^)(?J + ca:(?. = n(ii+6-l)Ö.+ ^ 

und die zu (27.) gehörige durch 

'^\[{x' + ax')Q:\^-^i{bx-ib,x')Q:}+cx'Q^ 



dx 

(29.) 



= «(«+*-l)(?.+ j'!'/ 

[A X 



A wenn n ungrade, 
wenn n grade. 



Durch passende Bestimmung der Constanten A, Ä, A' reducirt sich die Reihe 
Qn{x) auf die ersten it+1 Terme. 

Zur Ermittlung der Werlhe von Ar^, Ati, ... Ä\, /G, ... führt man in 
die Differentialgleichungen (26.) und (28.) , respective (27.) und (29.), die 
Reihen für Pn^ix) und Qn(x) ein. Um die Coefficienten k und K für die ver- 
schiedenen Werthe von m und n von einander zu unterscheiden, fügt man 
einen zweiten Index hinzu und setzt: 

Q^{x) = x— '{l+Äi„a:+Ä2,«a:'+-+/rK,«a?''+-}. 

Aus der Gleichung (26.) ergiebt sich für die Coefficienten Ar die Relation 

. ^ (iyt+y-i)(m + y-2)a + Ciii + y-l)6. + c , 

v(2m+6 + ^^— I) ^''-''"* 

Setzt man der Abkürzung halber 

^(/i-l)a+iu6,+c = 8^, 

so folgt, da ifco,» = 1 ist, für Ar^^. die Gleichung : 

45» 
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Aus der zugehörigen Gleichung (28.) erhält man, wenn die Reihe für Q^ ein- 
gesetzt wird, durch Annullirnng des Coefficienten von j?"""*** die Gleichung 

Eine Ausnahme bildet jedoch der Werth v = w + 1, für welchen man, in Folge 
des Zutretens der Constante Ay die Gleichung 

~(i»+l)(« + 6-2)/C^,,„+*_i/r.,„ = A 
erhält. Für v = 1, 2, ... n findet man, da Ko^» = t ist, 

^•''- "" |f!(2n + 6 — 2)(2n + 6 — 3)...(2n + 6 — v-1)' 
Nun bestimme man A durch die Gleichung 



A = «_i /C,» = 



Ä — \Sf^S^ Äj . • • «n — 1 



n!(n + 6~-l)(« + 6)...C2« + 6 — 2) ' 

dann wird ^,+i,„ = 0, und in Folge der obigen recurrirenden Gleichung ver- 
schwinden auch alle weiteren Coefficienten, so dass man hat: 

Es ist allerdings zu bemerken, dass in dem Fall, wo b eine positive ganze Zahl 
ist, der Coefficient R2n^-h-i,n willkürlich bleibt, weil sein Factor in der Bestimmnngs* 
gleichung verschwindet; man setzt aber fest, dass derselbe für die betrachtete 
Reihe Qn gleich Mull genommen werden möge. Die Reihen Q sind hiernach: 

&<.)=!, e,(«)=i,(i+i^), e.(,)=J,(i+j^i+^^^), ... 

^«^^^ " af^'ri i*"^2n+6-2 1 "^ (2ii+6-2X2nh6-3) 1.2"^'"^ (2n+6-2)...(n+6-l) «!)* 

Ein ähnliches Resultat ergiebt sich für die Gleichungen (27.) und (29.). 
Man erkennt leicht, dass in den Reiben P^ und Q^ die Coefficienten mit un- 
gradem Index gleich Null werden, weil die linken Seiten jener Differential- 
gleichungen unverändert bleiben, wenn - x an Stelle von x tritt. Für die 
übrigen Coefficienten folgt aus (27.) 

Ä2.,m- 2.4.6...2v.(2iii + 6+i)(2w-f-6 + 3)7r:(2w + 6 + 2v-1) 
Die Gleichung (29.) giebt die recurrirende Gleichung 



2^^ (2« + 6 — 2^-1)"^"-''"^ 



'^ly^n — o-.rrt.. . i irr: 7T^2ir- 
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n+ 1 

welche jedoch für einen Werth von v nicht gilt, nämlich für y = ^ , wenn 
n ungrade, und für v = T" , wenn n grade ist. Für 2v^n ergiebt sich 

während die Coefficienten mit höherem Index durch passende Bestimmung der 
Constanten Ä und A" gleich Null gemacht werden. Für ein ungrades n 
hat man 

-(«+i)(«+6~2)/c+i,«+«.i/r«..,. = ^' 

und für ein grades n 

Bestimmt man A' und Ä' durch die Gleichungen 

oder 

"~ 2.4.6...(n— l)(B + 6)(n + 6 + 2)...(2n + 6^^' 



A" = 



Ä_2 *o *t '4 * • • *«— 2 



2.4.6...f*.(« + 6-i)(n + 6+0--(2« + 6-3) ' 

SO verschwinden wieder sämmtliche Coefficienten K, deren erster Index grösser 

als n ist, und man erhält für die durch (29.) definirten Functionen Q die 

Ausdrücke: 

1 1 



»'S 00 



§. 16. Man stellt sich die Aufgabe, in der Summe 2 P^{x)QXt) die 

Coefficienten der einzelnen Potenzen von x zu bestimmen. Zur Durchführung 
dieser Rechnung benutzt man einen Hülfssatz über die Binomialcoeificienten. 

Man nenne o eine beliebige Constante, a und ß zwei positive ganze 
Zahlen, von denen a die grössere sein möge: ferner bezeichne man durch 
[a]^ kurz den Zähler des Binomialcoefficienten (a)„^ also 

{o\ und [ojo bedeuten die Zahl 1. Dann besteht die Gleichung: 
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1 («). _j. («). VC«), 



welche leicht durch Induction zu beweisen ist. Angenommen, die Gleichung 
sei richtig für irgend einen Werth von ß , so ist sie auch für den um Eins 
grösseren Werth ß-\-\ güllig. Durch Einführung von /3+1 an Stelle von ß 
ändert sich die linke Seite von (30.) nur insofern, als ein neuer Summandus 
hinzutritt; dieselbe wird unter Berücksichtigung der Voraussetzung, dass für 
ß die Gleichung gelten soll, gleich dem Ausdruck 

(-i)^-^^W /g-n , (^iy(a- l)^ 

oder 

Da aber die in der Klammer stehende Differenz gleich (a— /9— 1)((T— a+/3+l) 
ist, so erhält man 

0?+l)!(<T + /?+l)Ca + /?)...(a-a + /9+2) ''"^'^ [^ + /?+l]a ' 

was mit der rechten Seite von (30.) übereinstimmt, wenn /?+l statt /? ge- 
setzt wird. Da nun fQr /? = die Gleichung (30.) sich ohne Weiteres als 
gültig ergiebt, so ist dieselbe für beliebige Werthe von ß^ die kleiner als a 
sind, bewiesen. 

Die Entwicklung gilt noch für ß = cc, in welchem Falle die rechte 
Seite von (30.) gleich Null wird ; ausgenommen ist der Werth a = 0, für den 
sich die Gleichung auf 1 = 1 reducirt. Der Fall ß = a folgt aus dem, wo 

/? = a— 1 ist. Denn für ß = a—i wird die rechte Seite gleich -jA-; — ^ ... , 

und dieser W^r^h, auf die linke Seite geschafft, ist grade gleich demjenigen 
Summandus, welcher für ß = a zu dem für ß=:a — i gebildeten Ausdruck 
hinzutreten muss. Auf diese Weise ergiebt sich die Gleichung 

^""'-^ A [o + ß]a^ßlo-a + 2ß^i]ß " "' 

in welcher a eine ganz beliebige Constante, a irgend eine positive ganze Zahl, 
mit Ausschluss der Null, bedeutet. 
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§. 17. Man bestimme in der unendlichen Reihe 

Poix)Q.{t)+P,{x)Q,{t)+-.+P^{x)Q^{t)+'- in inf. 

den Coefficienten von x^. Da P^^i{x\ ^^^.2(0?), ... diese Potenz nicht ent- 
halten, ergiebt sich der Ausdruck 

*^,.) ^ü (0 + *^-i,i ^1 W + • • • + Ä^-«.,« ö« (0 + • • • + ^^ (0, • 

von welchem gezeigt werden soll, dass er sich auf f"^~* reducirt. Man bilde 
in demselben den Coefficienten von f'^'^ zu dem, wie leicht zu sehen, nur 
die Functionen Qy{f)^ Qr-^iiß)^ ••• 0/i(O beitragen. Die Zahl y ist höchstens 
gleich ju; für v = jlc ist der Factor gleich 1, da <""^"* nur als Anfangsglied 
von Q^{t) vorkommt. In allen Qbrigen Fällen ist der gesuchte Coefficient 

m-ßi 

von x^t "" ^ durch die Summe 2! *^-mmÄ^«-K« gegeben. Ffirdie Gleichungen 
(26.) und (28.) ist der allgemeine Term derselben nach §.15 gleich 

(^-f»)!(2m-f6)(2iii+6+l)...(m+6 + fi-l) (m-v)!(2m+6-2)(2m+6-3)...(m+6+v-l)* 

Man erkennt, dass das Product $^^18^,^2 "-Sy^iSy vor das Summenzeichen tritt. 

Ausserdem nehme man den Factor r _ ^^ heraus, unter Berflcksichtignng 

der Gleichung 

11 1 

Abgesehen von dem vor das Summenzeichen getretenen Factor ist die Summe 
alsdann 

"J,^ • (-^"^''O*-^) 



m=v C»»+6+^-l)C»*+6+^— 2)...(2m+6)(2m+6~2)(2m+6-3)...(ifi+6+y— 1) 

Setzt man hierin ^— i/ = a, m— v = /5, b+fM+v—i =a, so erhält man den 
Ausdruck 

^J (-1/ («V 



A [<^+/?]a-/9L<^~« + 2/9-1]^ ' 

welcher nach der Formel (31.) identisch Null ist, sobald a >> 0, also 
/t>i/ ist. 

Für die Gleichungen (27.) und (29.) sind die Entwicklungen ganz 
analog; man hat daselbst die graden und die ungraden Potenzen von x zu 
unterscheiden, kann aber in beiden Fällen mit Hfllfe der Formel (31.) zeigen, 
dass nur die Producte x^t"^"^ einen von Null verschiedenen Coefficienten 
haben. 
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Auf diese Weise gewinnt man für die durch (26.) und (28.) oder 
durch (27.) und (29.) definirten Functionen P und Q die Gleichung 



oder 



|>.(^}^.(0 = l+f +^+- + 7^+- 



(32.) %P,(x)Q,it) = -^ 



Diese Gleichung wurde bekanntlich zuerst von Herrn Heine für die Kugel- 
functionen bewiesen und von Herrn C. Neumann zur Ableitung der nach Kugel- 
functionen fortschreitenden Reihen angewendet. 

Man erkennt, dass die Gleichung (32.) den Satz (19.) für die hier behandelten 
specielleren Functionen P und Q bestätigt^ und dass auch für eine beliebige 
Function ^{x\ die auf einer ringförmigen, den Nullpunkt umgebenden Fläche 
eindeutig und stetig ist^ eine Entwicklung erhalten wird. Indem man^ nach 

bekannter Methode, das geschlossene Integral von -^^ — über die Begren- 

zung des Ringes bildet, welches den Werth 2m<P{x) hat, und andererseits 
die Gleichung (32.) zweimal anwendet, einmal für mod./>>mod.a; und einmal 
für mod.<<C mod.x^ gelangt man bei Benutzung der hier eingeführten Be- 
zeichnung zu der Gleichung: 

(33.) <P{x) = 'S \[^it)Q^(t)UPA'^)+i^it)P^it)UQ,ix)\. 

Die Convergenz der Entwicklungen, sowie der zur Herleitung der Formel 
(33.) erforderliche Nachweis., dass die Reihenfolge von Summation und In- 
tegration geändert werden kann, ergiebt sich aus den Ungleichheiten (7.) 
und (16.), welche die Kleinheit des Restes beweisen. Als die einfachsten 
Functionen P und Q, welche durch die Gleichungen (26.) und (!^S.) definirt 
sind, dürften die Reihen 

P [x)-Ai ^+^ ^ 1 Cm+1X>^+2) x^ (,i> +1Xm+2Xm+3) x^ .) 

"•^^ \ 2w+2 1 "^f2w4-2¥2m+3M.2 r2w+2y2w4-3V2m-f4^3! ^ luiui.j. 



2w+2 1 ' (2w+2X2m+3)1.2 (2w+2X2w+3X2m+4) 
n ( ^^ ^ ^ij^ ^ ^ \ m(m — i) x^ , m(m — \^( m — 2) x^ 



+ 



m(fn — i)...i a?*) 

""^ 2m(2iii— l)...(m+l) mlS 

zn bezeichnen sein, welche für a = 0, 6 = 2, 6i = l, c=1 erhalten werden. 
In diesem Falle ist die Differentialgleichung für Q^ homogen, da A gleich 
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Null wird 9 und geht in die zugehörige DiiFerentialgleichung von P, durch 
Einführung von — ar stall x über. Auch bestehen zwischen je drei auf einander 
folgenden P oder Q alsdann einfache recurrirende Gleichungen. Diese 
Reihen kommen in der Pomonschen Wärmetheorie vor; sie stehen in einer 
einfachen Beziehung zu den Functionen P, die durch die Gleichung (27.) für 
a = 0, 6 = 2, 6i = 0, c=l bestimmt werden, und die, abgesehen von 
einem Factor x, von Poisson in den §§. 79 — 82 der Wärmetheorie be- 
handelt worden sind. 

Unter den durch die Gleichung (27.) definirten Functionen sind sodann 
besonders die Besselschen Functionen zu nennen, die für a = 0, b = 1, 6| =0, 
c = 1 erhalten werden. Für dieselben hat Herr C Neumann die £rgfinzungs- 
functionen Q^ aurgestellt und die Gleichung (32.) bewiesen. Die von ihm 
definirten Functionen 0''{x) sind, bis auf einen constanlen Factor, mit den 
durch die Gleichung (29.) für die angegebenen Werthe von a, b, bi^ c be- 
stimmten Functionen ^,(x) identisch. 

BerUn, im Juli 1871. 
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BemerkuDg über die ebenen Schnitte der Flächen 

zweiten Grades. 

(Von Herrn Meriens in Erakau.) 



IC^etzt man zur Abkürzung 

ax' + by^ + ca' + 2a' yt + 2b' ix + 2c' xy = f{x, y, a) , 

axx'+byy'+eM'+a'iyi'+sy') + b'{ix'+xi') + c'(xy'-\-yx') = /(J* *'*'), 

ni, .«, p) = i, 

(6c-a'')A»+(ca-6'>*+(a6-c'')»''+2(ft'c'-fla').Mi'+2(c'«'-66>A+2(a'6'-cc')ilA*=X^ 

lx-\rfy-{-vi = «, 

( 1 .) fix, y, a) + /«'- 2«/'(J«;*) = <p (X, y, .) , 

wo l, fi, V die Cosinus der Winkel bezeiciinen, welche eine gegebene 
Richtung mit den Coordinatenaxen bildet, und iiimmt zu l, fi, v sechs Zahlen 
iL', fi' , v', l", fi", v" hinzu, welche mit denselben die Identität 

(2.) (A«+r« + A"ip)H (/««+/»'«+/""«')*+(»'«+»''«'+»'"«')* = «'+r'+»* 
erffiUen, so findet man leicht, wenn die Function f{x,y,i) der Substitution 

IX = A« + ;i't> + A"tp, 
y = u«+^'«+/i"tp, 

unterworfen wird, 

(4.) rr'+y'+a' = »He'+tP*, 

(5.) f{x,y,i) = fa'+f»«'+»fo'+2/W + + 2«i'«ip+2»'fM?, 

(6.) /+m+» = f{l,ti, y}+ni.', .u', v')+f{i.", fi", v") =^a+b + c, 

«,„-r = fik', fi', v')fii.", p", r")-rC>^^y 

= {bc - a") (ji'v"- v'fi"f + (,ca - b") iv'i."- X'v"f +■■- 

-+2 {a'b'- cd) ißi'v"- v'fi") (v'k"- l'v") 

und wegen iit'v"-v'/n"= ±1, v'k"-i.'v"= ±n, X' u" - fi' l" = ±v 

(7.) mn-P = L 
Ferner ist 
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*.+»v+»'„-.r(5;::)+.K';;r)+"/Ci;"r)=/®3. 

somit nach (5.), (ß.)^ (1.) 

und wenn diese Gleichung von der mit einem willkürlichen Factor s multi- 
plicirten Identilfit (4.) 

^^+y' + Ä^ — w' = t?^4-tt?^ 
abgezogen wird, 

Die adjungirten Formen der in (8.) auf beiden Seiten stehenden qua- 
dratischen Formen müssen nach einem bekannten Satze einander gleich sein; 
die adjungirte Form der rechten Seite ist aber einfach 

{{8^fn){B-n)-r)u\ 
welcher Ausdruck nach (6.), (7.) übergeht in 

(/-^{a+b + c-l)8+L)u\ 
Bezeichnen daher G^ H die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 

(9.) = ^^-(a+6 + c-/)«+i, 
so verschwindet die adjungirte Form von 

identisch für b==G und s = H, und es sind demzufolge die Ausdrücke 

G-H ' H-G 

vollständige Quadrate. Ueberdies ist identisch 

(10.) 

+(.-i,)[g y+.-+.--..-)-^. ]. 

. weil diese in Bezug auf 8 lineare Gleichung für « = G und 8 = H erfüllt ist. 
Sollen nun die Zahlen i', /t', v', V\ fi*\ y" ausser (2.) noch die 
Bedingung 
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erfallen, so hat man nach (8.), (10.; 

und man schliesst erstens aus der Gleichung 

(»-w)(»-«) = s''-ia+b+c-l)s+L = (s-G){s-H) [(6.), (7.), (9.)] 
m= G, n = H, zweitens aus (1 1 .) für s = H und 8 = G resp. 

Umgekehrt ist, wenn man 



(1^.) jr ^-^ e, |r g -^ 10 

macht, nach (10.) identisch 

und daher wegen der Willkärlichkeit von s 

(p{x,y,s) = Gv^ + Üw^, 
oder endlich nach (1.) 

nx,y,z,) = -ä;hg?+h;^»4.2«/(J!;*). 

Legt man senkrecht zur Richtung (^^jU^ i^) eine Ebene, so sind die 
Hauptaxen des Kegelschnittes , in welchem diese Ebene die gegebene FlAche 
zweiten Grades 

schneidet, den Richtungen r^ w (12.) parallel. 
Krakau, im Mfirz 1872. 
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